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Einfuhrung und Notation

Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit sind Losungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Glei-
chungen, die Anwendung in der Kosmologie finden kénnen. Der theoretische Rahmen dafiir liegt
in der Allgemeinen Relativitdtstheorie und der allgemeinrelativistischen Kinetischen Theorie.
Thre Grundziige werden am Anfang der Arbeit erliutert, gefolgt von einer kurzen Darstellung
des Kosmologischen Standardmodells.

Neben diesem Grundlagenteil spaltet sich die Arbeit in zwei Teile. Beiden Teilen geht dabei
eine Einleitung voraus. Im ersten wird eine Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs [8] vorgestellt
und ihre mogliche Verallgemeinerung auf duflere Felder untersucht. Die Autoren beweisen darin
einen Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion, die in der Kinetischen
Theorie eine zentrale Rolle spielt, und der Form der Metrik, die mit den Feldgleichungen und
der Liouville-Gleichung vertriiglich ist.

Der zweite Teil behandelt die Zeitentwicklung einer speziellen Metrik, wobei der Energie-Impuls-
Tensor mit Hilfe der Kinetischen Theorie gewonnen wird. Neben den Einsteinschen Feldglei-
chungen werden auch Losungen der Brans-Dicke-Feldgleichungen untersucht. Fiir beide Systeme
mufite dabei eine numerische Simulation auf dem Computer durchgefiihrt werden.

SchlieBlich werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und bewertet. Im Anhang wer-
den einige speziellere Kapitel besprochen und die Implementation des numerischen Verfahrens
erldutert.

In dieser Arbeit wurde die untenstehende Notationskonvention gewéhlt. [hre Verwendung wird
in Abschnitt 1.1 klarer.

e Es werden ,geometrische* Einheiten benutzt, d.h. Gravitationskonstante und Lichtge-
schwindigkeit werden gleich 1 gesetzt:

G=c=1.
Dieses soll auch fiir die Boltzmann-Konstante gelten:
kp=1.
e Die Metrik hat die Signatur (— +++). Die Vorzeichenkonventionen fiir den Riemannschen
Kriimmungstensor und die Feldgleichungen werden in Abschnitt 1.1 deutlich.

e Lateinische Buchstaben bezeichnen Raumzeit-Indizes von 0 bis 3, griechische bezeichnen
rdumliche von 1 bis 3.

o Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert (Einsteinsche Summationskonvention),
z.B. uu, = 22:0 u®u, oder ptp, = 22:1 Py

e Die Symmetrisierung und Antisymmetrisierung eines Tensors wird durch runde bzw. eckige
Klammern abgekiirzt, z.B. T(q) := % (Tap + Toa) 5 Tiap) := % (Tap — Tha)-

e Partielle Ableitungen werden durch ein Komma abgekiirzt, kovariante durch ein Semikolon
(siehe Abschnitt 1.1).



1. Grundlagen der Allgemeinen
Relativitdtstheorie (ART)

Der Abstand zweier Punkte mit den kartesischen Koordinaten (z!,z?,23) und (z' + dz', 2% +
dz?, 23 4 dz3) ist normalerweise durch

ds* = (dz')? + (dz?)? + (dz®)?
gegeben. Diese Beziehung sagt etwas iiber die Geometrie des zugrundeliegenden (dreidimensio-
nalen) Raumes aus: Er ist euklidisch.

Wie sich herausgestellt hat, besitzt die Spezielle Relativitiatstheorie eine besonders einfache
Struktur, wenn man den vierdimensionalen Minkowski-Raum zugrunde legt, der durch

ds® = —(dz°)? + (dz")? + (dz?)* 4 (dz®)?

gekennzeichnet ist. Dabei steht dz¥ fiir den zeitlichen Abstand zweier , Ereignisse“ (d.h. Punkte
im Minkowski-Raum). Seine Bedeutung griindet auf der Tatsache, dafl die Bewegungsgleichungen
in der Speziellen Relativitéitstheorie gerade unter den Koordinatentransformationen invariant
sind, die ds? invariant lassen. Die Zeit ist hier keine absolute Gréfie mehr (wie noch in der
Newtonschen Theorie), man spricht von einer vierdimensionalen , Raumzeit“.

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART) wird dieser Raum verallgemeinert auf

3
ds? = Z Gap dzdz” .
a,b=0

Die Koeffizienten gy = gqp(2°), die sogenannte (Raumszeit-) Metrik, kann dabei als symmetri-
sche 4 x 4 - Matrix verstanden werden, die nicht entartet ist und die Signatur (— +++) hat. Im
allgemeinen benodtigt man fiir die Beschreibung eines solchen Raums mehrere Koordinatensyste-
me, er ist topologisch gesprochen eine zusammenhéingende Hausdorffsche Mannigfaltigkeit. Im
Gegensatz zum Minkowski-Raum kann ein solcher Raum beliebig ,, gekriimmt* sein (nidheres im
ersten Abschnitt). Die noch zu besprechenden Bewegungsgleichungen sollen dabei wie das Li-
nienelement ds? unter allen Koordinatentransformationen invariant sein. Diese Unabhingigkeit
vom zugrundegelegten Koordinatensystem wird als allgemeines Kovarianzprinzip bezeichnet.
Die eigentliche physikalische Idee der ART liegt nun darin, dal der durch g,, beschriebene
Raum dynamisch mit der Materie in ihm verkniipft ist, d.h. die Materie ,kriimmt“ den Raum
und bewegt sich ihrerseits auf ausgezeichneten Bahnen des Raums. Um diese Idee mathematisch
formulieren zu kénnen, miissen vorher einige Grundziige der Riemannschen Geometrie angespro-
chen werden. Mit deren Hilfe kann man die geometrischen Figenschaften eines Raums intrinsisch,
d.h. ohne Bezugnahme auf einen einbettenden , Superraum*, beschreiben. Eine umfangreichere
Darstellung der Riemannschen Geometrie ist z.B. in [9].

1.1 Grundziige der Riemannschen Geometrie

Die mathematischen Groflen, die dem Prinzip der Kovarianz gerecht werden, sind die Tensoren.
Wenn V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und V* der duale Vektorraum ist, so ist



1.1 Grundzige der Riemannschen Geometrie

ein Tensor 7" vom Typ (k,[) eine multilineare Abbildung

T:Y*x...xV":xYx...xV:—HR.

kmal I mal

Dabei stellt V' den Tangentialraum an der Raumzeit-Mannigfaltigkeit und V* den Kotangential-
raum dar. Die Grofle £+ definiert man als den Rang des Tensors. Die Komponenten T4 %,
eines solchen Tensors sind die Entwicklungskoeffizienten von T' beziiglich einer bestimmten Ba-
sis (d.h. eines bestimmten Koordinatensystems). Sie sind aber trotz dieser Abhangigkeit fiir die
kompakte Notation in der ART unerldfilich. Die aq, ..., a; nennt man kontravariante Indizes, die
b1, ..., by kovariante.
Einfache Beispiele von Tensoren sind Vektoren, Linearformen und Matrizen, sie entsprechen
Tensoren vom Typ (1,0), (0,1) bzw. (1,1).
Unter einer Koordinatentransformation ¢ — 7%(z%) transformieren sich Tensorkomponenten
wie

—a oz oz gz ot .

1e0p ..C
T broby = b

Azt 7 Ozt Oxbr T Oxhi di---dp -

Ein Skalar S ist durch § = S gekennzeichnet. Hier wurde die Einsteinsche Summationskon-
vention verwendet: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Dieser Formel kann man
den wichtigen Sachverhalt entnehmen, daf} ein Tensor, dessen sdmtliche Komponenten in ei-
nem Koordinatensystem verschwinden, in keinem Koordinatensystemen eine von 0 verschiedene
Komponente haben kann.

Es gibt auflerdem eine Reihe von Operatoren, die Tensoren in Tensoren iiberfiithren: Die einfa-
che Addition bzw. Subtraktion T ;, = A%, , £ B4%, . das duBere Produkt
T thtmy ey, = AWty Ly BWHLGkimy gy, und die Kontraktion Tt-%k-1y 4 =
ToL--C-%=1y  c.b_,- Die Hintereinanderausfithrung von duflerem Produkt und Kontraktion be-

zeichnet man als Uberschiebung.

Die Metrik g, vermittelt einen Isomorphismus zwischen einem Vektorraum und seinem Dualen
und kann so durch Uberschiebung kontravariante Komponenten in kovariante iiberfithren. Die
mit g% bezeichnete zu g, inverse Metrik (d.h. g*¢g., = %) iiberfiihrt kovariante in kontravari-
ante, z.B. T%,cd¢ = bi gdj g‘”’c T“icjk.

Als néchstes mufl man eine Differentiationsvorschrift angeben, die Tensoren in Tensoren iiber-
fithrt. Die gewShnliche partielle Ableitung T%1 %, 4 . = alzc Tt %,y 4 leistet dieses nicht,
da das Ergebnis i.a. kein Tensor ist, was man am Transformationsverhalten sehen kann. Statt-
dessen fiihrt man die durch die Metrik gegebene kovariante Ableitung ein, die (k,[) - in (k,[+ 1)
- Tensoren iiberfithrt und mit einem Semikolon gekennzeichnet wird. Sie ist linear und erfiillt
die Leibnitz-Regel. Die genauen Eigenschaften lassen sich z.B. in [37] nachlesen'.

Zu ihrer Definition benétigt man die durch

1
be = 2 9°Y (gba,c + Gedp — Gve.d)

definierten Christoffel-Symbole, die keine Tensoren sind und so vom Koordinatensystem ab-
héngen. Mit diesen Groflen ist nun

Top = Top— T Te
Ta;b = Ta,b + cm T°
und allgemein
k [
o a; cod... d
T %y, e i =T %y e+ > Doy TO bty =S T T %y b, s
i=1 i=1

!7.B. fordert man iiblicherweise S.q;5 = Sip; fiir einen Skalar S, was man als Torsionsfreiheit bezeichnet.
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wobei jeweils mit der i-ten Stelle iiberschoben wird. Fiir einen Skalar stimmen kovariante und
gewohnliche partielle Ableitung iiberein. Wie man der Definition der Christoffel-Symbole ent-
nehmen kann, ist die Metrik auflerdem kovariant konstant:

Gab;e = gab;c =0.

Die kovariante Ableitung ist fiir den Begriff der Parallelitit in einem Riemannschen Raum
entscheidend: Ein Tensor T %, ., heifit parallelverschoben entlang einer Kurve mit dem
Tangentenvektor u®, wenn langs der Kurve

ai...a a
™ kbl...bl;au =0

gilt. Kurven mit u“;bub = 0 heiflen Autoparallelen oder Geoditen.
Um die Kriitmmung eines Raumes invariant beschreiben zu kénnen, fithrt man den Riemannschen

Kriimmungstensor
a _ 1a a a 1T a T
R%%cd = Thgc = Theg T Tie Tog — Tig Lie

ein. Er ist durch die Symmetrien Rgpeq = —Rpacd = — Rabdes Babed = Redab, Ra(bcd) = %(Rabcd +
Racap + Raave) = 0 gekennzeichnet und erfiillt die Bianchi-Identitdt R,y(cg;e) = 0.
Die kontrahierte Form

Ry = Rcacb

bezeichnet man als Ricci-Tensor und
R = R%,

als Ricci-Skalar. Man kann den Kriimmungstensor auch iiber die Beziehung u, R%pcq = % (Ubsesd —
Up;d;c) einfithren, was fiir jedes Vektorfeld u® gelten soll. Er ist also ein Maf fiir die Nichtver-
tauschbarkeit von kovarianten Ableitungen?. Der Minkowski-Raum hat gerade die Eigenschaft,
daf} er flach ist, d.h. R%.; verschwindet in einem solchen Raum.

SchlieBlich sei noch die folgende Definition angegeben:

zeitartig ,  wenn ggp utub < 0
Ein Vektor u® heif3t lichtartig , wenn gg uu’ =0
raumartig , wenn gg utub > 0

Entsprechend bezeichnet man eine Kurve als zeit-, licht- oder raumartig, wenn ihr Tangenten-
vektor diese Eigenschaft in jedem Punkt hat.

1.2 Die Allgemeine Relativitdtstheorie

Der ART liegt als physikalischer Kern das sogenannte starke Aquivalenzprinzip zugrunde (z.B.
32)):

Lokal ist es physikalisch unentscheidbar, ob ein System in einem Gravitationsfeld ruht oder ob
es in einem feldfreien Raum beschleunigt ist.

Das schwache Aquivalenzprinzip behauptet dies fiir die Gesetze der klassischen Mechanik, was
der Aquivalenz von schwerer und triiger Masse entspricht?.

Auf diese Weise kann man die Schwerkraft als eine geometrische Eigenschaft des Raums ansehen.
Ein in einem Gravitationsfeld frei fallender Korper, dessen Eigengravitation vernachléissigbar ist
(ein ,, Testteilchen®), spiirt in dieser Sichtweise keine (Gravitations-) Kraft, sondern bewegt sich
auf einer ausgezeichneten Bahn des Raums. Dessen geometrischen Eigenschaften sind durch
das Gravitationsfeld aller Teilchen bestimmt. Die Bahnen sind die oben definierten zeitartigen
Geoditen, da sie in gewissem Sinne Kurven minimaler Lange sind (genauer gesagt Kurven

*Damit ist er ein Maf fiir das , Auseinanderdriften® von Geodéten (z.B. [37]).
3Genauer gesagt entspricht es der Proportionalitit von schwerer und triger Masse.
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maximaler Eigenzeit) und daher die natiirliche Verallgemeinerung der geraden Linie als kiirzester
Verbindung zweier Punkte darstellen. Fiir diese Bahnen 2%(7) mit dem Tangentenvektor % gilt

daher (%);b dd—"’;b = 0, d.h. man erhéilt die Bewegungsgleichung

d%z® dz’ dz°
a7 e =0 (-

Die Materie wird in der ART durch den Energie-Impuls-Tensor T% beschrieben. Dessen Eigen-
schaften kann man mit Hilfe einer kovarianten Zerlegung beschreiben (z.B. [32]):

T% = puub + 24 + P 4 7o (1.2)

Cug =0, 7%u,=7%=0.

Die Grofle
hab — gab + uaub ’ habua =0

kann man als Projektionstensor auf den zu u® orthogonalen Unterraum verstehen. Diese Grofien
haben in dem durch u® spezifizierten Ruheraum eines Beobachters eine physikalische Bedeu-
tung: p laBt sich als Energiedichte interpretieren, P als (isotroper) Druck, ¢% ist die Vierer-
Energiestromdichte und 7% der anisotrope Druck. Sie lassen sich iiber

p = Ty up
1
= gTabhab
¢* = —T"u.hf
n® = Tnghl — Ph

aus T% gewinnen. Eine ideale Fliissigkeit ist z.B. durch
Tab — puaub + Phab

gekennzeichnet. Man kann auflerdem zeigen, dafl die Gleichung T“b;b = 0 als Energieerhaltung
interpretiert werden kann (z.B. [32]).

Um den Einflu der Materie auf die Geometrie des Raumes zu beschreiben, liegt es nahe, 7%
mit der Metrik g, und dem Riemannschen Kriimmungstensor, der erste und zweite Ableitungen
von gqp enthilt, in Beziehung zu setzen. Dabei soll T“b;b = 0 gewdhrleistet sein. Die allgemeinste
Relation dieser Art, die linear in den zweiten Ableitungen von gg, ist, lautet [19]

1
Rab _ iRgab + Agab — IiTab (1.3)

mit A = const. und einem Kopplungsparameter . Dieses ist (aufgrund der Symmetrie der Kom-
ponenten) ein System aus 10 gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
die man als Einsteinsche Feldgleichungen oder einfach als Feldgleichungen bezeichnet. Das Ver-
schwinden von (R — %R g% + A g),, folgt dabei direkt aus der Bianchi-Tdentitt Rap(cdie) = 0
aus dem vorigen Abschnitt. Den Tensor

1
Gab — Rab _ iRgab

nennt man Einstein-Tensor. Man kann zeigen (z.B. [38]), daff die Einsteinschen Feldgleichungen
in erster Naherung die Newtonsche Gravitationstheorie in Form der Poisson-Gleichung fiir das
Gravitationspotential liefern, wenn man als Kopplungsparameter

G
K= —
oA
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ansetzt. In dieser Arbeit werden Einheiten mit G = ¢ = 1 (und kg = 1) benutzt, so dal von
nun an K = 8 ist.

Die Grofle A heifit kosmologische Konstante. Aus astronomischen Beobachtungen weifl man, daf}
A nicht grofer als (2-107'2 GeV)* ist [3], was in Planck-Einheiten einer dimensionslosen Gréfe
von etwa 107'%2 entspricht. Der Einflu der kosmologischen Konstante ist also vernachlissigbar
klein, so dafl man iiblicherweise A = 0 setzt. Das soll auch in dieser Arbeit getan werden.
Wie in Abschnitt 3.3 kurz angesprochen wird, hat A allerdings moglicherweise in der extremen
Frithphase des Universums eine wichtige Rolle gespielt.

1.3 Killing-Vektoren und Raumzeit-Symmetrien

Dieser Abschnitt hat einen etwas spezielleren Inhalt, er ist aber fiir das Verstindnis dieser Arbeit
unverzichtbar.
Ein durch eine Metrik beschriebener Raum 148t sich charakterisieren, indem man die moglichen
Symmetrietransformationen untersucht. Dazu reicht es aus, infinitesimale Transformationen der
Form

70 = 1% 4 Ega(Ib)

mit € > 0, € < 1 zu betrachten. Wenn die Metrik unter einer solchen Transformation invariant
ist, d.h. wenn

Gab = Yab

gilt, so sind die £* Erzeuger von isometrischen Abbildungen und werden Killing-Vektoren ge-
nannt. Man kann zeigen (z.B. [38]), dal diese Bedingung dquivalent ist zu

g(a;b) =0.

Jedes Vektorfeld, das diese Gleichung erfiillt, ist ein Killing-Vektorfeld.

Mit Hilfe der Killing-Vektoren kann man den zugrundeliegenden Raum invariant charakterisie-
ren. Aus der Existenz eines zeitartigen Killing-Vektors folgt zum Beispiel, dafl man der Metrik
eine Form geben kann, in der sie nicht explizit von z° abhiingt. Wihlt man néimlich £* = ¢,
was fiir zeitartige Vektoren immer méglich ist, gilt

0
0= g(a;b) = Yab,c £+ Gac gc,b + Gbe §C,a = Gab -
00

Eine solche Metrik nennt man stationir. Wenn der Killing-Vektor aulerdem hyperflichenor-
thogonal ist, so daf} die go,-Komponenten verschwinden miissen, heifit sie statisch. Die Hyper-
flachenorthogonalitit ist dabei mit dem Verschwinden der in Abschnitt 2.3 definierten Rotation
dquivalent.
Man kann zeigen (z.B. [38]), da$ ein N - dimensionaler Riemannscher Raum maximal $ N (N +1)
verschiedene (d.h. linear unabhingige) Killing-Vektoren zuldfit. Lafit er genau die maximale
Anzahl zu, so ist er ein Raum konstanter Kriimmung, der homogen und isotrop ist. Die in
Abschnitt 3.1 besprochenen dreidimensionalen raumartigen Hyperflichen der Robertson-Walker-
Metrik sind gerade von diesem Typ.
Um die Killing-Vektoren koordinatenfrei klassifizieren zu koénnen, ist es niitzlich, die durch
X4 = §ElA) 3;; erzeugte Lie-Algebra zu untersuchen, wobei A einfach die Killing-Vektoren
durchnummerieren soll. Wegen der Lie-Algebra-Struktur gelten ndmlich die Vertauschungsre-
lationen

(X4, Xp] = K5 Xc . (1.4)

Die Strukturkonstanten K§5 charakterisieren die Algebra und somit die Metrik beziiglich ihrer
Symmetrieeigenschaften eindeutig (z.B. [32]).



1.3 Killing- Vektoren und Raumzeit-Symmetrien

Als Bianchi-Modelle bezeichnet man die Metriken, die rdumlich homogen sind und drei Killing-
Vektoren besitzen. Durch eine Klassifikation der zugehorigen Strukturkonstanten teilt man sie
in neun verschiedene Bianchi-Typen I bis IX auf (z.B. [32], [17]).

Schliefllich kann man mit Hilfe eines Killing-Vektors £* eine Erhaltungsgrofie in dem folgenden
Sinne konstruieren. Entlang einer Geodite mit dem Tangentenvektor u® ist die Grofle ({,u®)
konstant:

(saua);b ub = Earb uu® + gaua;bub
= 0.

Der erste Term verschwindet dabei wegen ¢(,,;) = 0 und der zweite wegen der vorausgesetzten
Geodizitét.



2. Die allgemeinrelativistische
Kinetische Theorie

2.1 Die Kinetische Theorie in der ART und die Liouville-Gleichung

Hier soll mit Hilfe einer kovariant formulierten Kinetischen Theorie ein Gas von Teilchen be-
schrieben werden, wobei verschiedene Teilchensorten vorhanden sein diirfen, die sich durch ihre
Masse, ihre Ladung, ihren Spin usw. unterscheiden. Auflerdem soll es erlaubt sein, dafl es zu
St6Ben zwischen den Teilchen kommt, bei denen es auch (z.B. aufgrund von kurzreichweitigen
Kernkriften) zu Typumwandlungen kommen kann. Zwischen solchen Stéflen, von denen man
annehmen muf}, das sie zeitlich und rdumlich begrenzt sind, sollen sie sich aber wie Testteil-
chen in ihrem kollektiv erzeugten Gravitationsfeld und einem eventuell vorhandenen &ufleren
elektromagnetischen Feld auf Weltlinien z%(s) bewegen. Als Bewegungsgleichungen erhilt man
daher
dx® dp®

7s p*, I —F;,lcpbpC +eF%p® (2.1)

wobei p® der Viererimpuls der Teilchen ist. Als Abkiirzung benutzt man oft

Dpa o - dpa
DS T (p ),bp - dS

+Tg, pbpc .

Die Ruhemasse der Teilchen erhilt man iiber m? = —p,p®. Fiir m # 0 ist 7 = m s die Eigenzeit
der Teilchen, und es gilt p* =m “ff—:.

Im folgenden soll nun der mathematische Rahmen fiir die Beschreibung eines solchen Systems
vorgefithrt werden. Die Darstellung wurde dabei von Ehlers [7] iibernommen.

Da das Wertepaar (z,p) einen Teilchenzustand vollstindig charakterisiert, fiihrt man den 8-
dimensionalen (Einteilchen-) Phasenraum

M :={(z,p) | pap® <0, p zukunftsgerichtet}

ein. Geometrisch gesehen ist = ein Element der zugrunde liegenden Raumzeit-Mannigfaltigkeit
X, p ein Element des Tangentialraums 7, X und M (wegen der Einschrinkung an p) eine Un-
termannigfaltigkeit des Tangentialbiindels T'X.

Aus den Bewegungsgleichungen folgt, dafl der sogenannte Liouville-Operator

L:E:paaxa_i_(_ gcppc—i-@Fabp)

e (2.2)

die Integralkurven (z(s),p(s)) (den ,PhasenraumfluB®) generiert. Dabei gilt wegen F®p,p, =
F (ab>papb =0

L(m®) = L(—gap"p")

~Gabe PP’ + 2T, p'p°p,
— 0.
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2.2 Energie-Impuls-Tensor und Bilanzgleichungen

Die Masse ist also auf den Weltlinien konstant. Man fiihrt daher den 7-dimensionalen Phasen-
raum fiir Teilchen der Masse m ein:

My, = {(z,p) € M | pap® = —m?

= const.} .

Im Gegensatz zum klassischen Phasenraum ist die Zeit hier also ein Teil des Zustandes.

Da Teilchen verschiedener Sorte sich auch beziiglich Ladung, Spin usw. unterscheiden, soll von
nun an der 7-dimensionale Phasenraum M; fiir Teilchen der Sorte j (mit Masse m;) und der
zugehorige Liouville-Operator L; betrachtet werden.

Damit hat man fiir jede Teilchensorte j eine durch L; aufgespannte Schar von Integralkurven im
Phasenraum M, die mdglichen Teilchenbahnen entsprechen. Welche davon tatséchlich besetzt
sind, hingt vom jeweiligen System ab. Wenn Stoéfle auftreten, bei denen die obigen Bewegungs-
gleichungen nicht mehr gelten, kénnen solche besetzten Bahnen abbrechen oder entstehen, da
das Teilchen dann auf eine andere Integralkurve von L; geworfen wird. Diese kénnen sogar in
einem anderen Phasenraum liegen (das ist der Fall, wenn bei dem Stof§ eine Typumwandlung
stattfindet).

Fiir die Charakterisierung eines konkret vorliegenden Systems ist es nun wichtig, quantitativ
beschreiben zu kénnen, welche der moglichen Zustinde besetzt sind und welche nicht.

Dazu sei N;j(X) die Zahl der besetzten Integralkurven (Zustidnde), die eine 6-dimensionale kom-
pakte Untermannigfaltigkeit ¥ von M; schneiden. Durch die Funktionale N; : ¥ — N;(X) ist
der Mikrozustand des Systems eindeutig festgelegt. Man kann nun fiir die Beschreibung des
Makrozustands iiber

N;(%) = /Efj wj

eine stetige nichtnegative Funktion f = f(z,p), die sogenannte Verteilungsfunktion, einfiihren,
die das Ensemble-Mittel N;(X) von N;(X) invariant (d.h. unabhingig von ¥) charakterisiert
[7]. Dabei ist w; ein invariantes 6-dimensionales Volumenelement beziiglich ¥. Wie im néchsten
Abschnitt ausgefiihrt wird, kann man mit Hilfe dieser Funktion die Gréflen definieren, die den
Zustand des Makrosystems iiblicherweise festlegen, insbesondere den Energie-Impuls-Tensor.
AuBerdem kann man zeigen, dal L;(f;) der Dichte der Stéfie im Phasenraum entspricht [7],
genauer gesagt der Dichte der Zustandserzeugungen. Wenn man annimmt, dafl keine St6fle
vorkommen oder daf ein Gleichgewicht zwischen Zustandserzeugung und -vernichtung herrscht,
erhélt man so L;(f;) =0, d.h.

i _ o0l

_ of;
ds —P ox? (

b b _

b p"+ eF4p) 5 0 =0. (2.3)
Diese Gleichung wird Liouville-Gleichung genannt.
Im allgemeinem Fall erhilt man

df ;

- = Gilh)
wobei der Stofiterm C;(f;) ein komplizierter Integralausdruck ist, auf den hier nicht néher ein-
gegangen werden soll. Diese Gleichung, die die Liouville-Gleichung als Spezialfall C;(f;) = 0
umfasst, nennt man Boltzmann-Gleichung. Exakte Losungen lassen sich fiir diese Gleichung
aber normalerweise selbst fiir einfachste Systeme nicht gewinnen.

2.2 Energie-lmpuls-Tensor und Bilanzgleichungen

Die Groflen in diesem Abschnitt sollen sich nur auf eine Teilchensorte beziehen, der Index 5 fiir
die Teilchensorte wird daher von nun an weggelassen. Dieses bedeutet keine Einschrinkung der
Ergebnisse, da die Groflen fiir die jeweiligen Teilchensorten zusammengenommen natiirlich das
Gesamtsystem beschreiben.
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2. Die allgemeinrelativistische Kinetische Theorie

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion f kann man
N%(z) := /p“f(x,p) T

als Teilchen-Viererstromdichte interpretieren [7]. Lokal gesehen ist N° im Ruheraum eines Be-

obachters gleich der Teilchenzahldichte, und (N*) entspricht dem Teilchenzahlvektor.

Dabei soll m,, ein invariantes Volumenelement auf der 3-dimensionalen Massenschale p,p® =
—m? = const. sein. Die exakte Behandlung von invarianten Volumenelementen in der Riemann-
schen Geometrie ist ein relativ schwieriges Kapitel, fiir das man hier noch einige differentialgeo-
metrische Methoden vorstellen miifite. Fiir die praktische Anwendung der Kinetischen Theorie ist
es aber ausreichend, wenn man die konkrete Form der vorkommenden Volumenelemente kennt.
Ausfiihrliche Darstellungen finden sich z.B. in [7] und [18]. Fiir 7, kann man die folgenden

Ausdriicke angeben:

11
Tm = (=g)2 T dp'**,  dp'* = dp'dp*dp’
|100|
11
Tm = (—g) 2 ] dpi23, dpi23 := dpi dpo dps .

Dabei steht g fiir die Determinante der Metrik. Auch der Energie-Impuls-Tensor 148t sich iiber
f definieren':

T () = [ 15" (o) T (2.4)

Diese Beziehung ist praktisch das Bindeglied zwischen Aussagen der Kinetischen Theorie iiber
f und makroskopischen Materieeigenschaften, wie sie z.B. in den Feldgleichungen auftreten.
Fiir einfache Systeme (elastische binire Kollisionen) kann man dabei die in Abschnitt 1.2 be-
schriebenen Zerlegungskomponenten von T% mit thermodynamischen Gréfien wie der Schub-
und Scherviskositit in Beziehung setzen (z.B. [7], [25]). In dieser Arbeit, in der Losungen der
Liouville-Gleichung untersucht werden, haben diese Grofien aber keine Bedeutung.

Schliefllich kann man noch aus der Liouville-Gleichung L(f) = 0 gewisse Bilanzgleichungen
ableiten. Wie in [7] gezeigt wird, ist z.B.

Na;a:/L(f)ﬂ'm-

Physikalisch gesehen driickt N¢,, = 0 die Erhaltung der Teilchenzahl aus. Fiir die elektrische
Viererstromdichte J* := eN® ergibt sich im Fall L(f) = 0 analog J%, = 0, was die Erhaltung
der Ladung beschreibt.

Eine wichtige Beziehung ist die entsprechende Relation fiir den Energie-Impuls-Tensor

Dp®
Ds

Ty = [ L) 0" T+ [ o f (2.5)

Fiir L(f) = 0 liefert sie wegen der hier angenommenen Bewegungsgleichung DD—”: = eF%pt die
bekannte Relation

Tab;b — Fab Jb )

!Eigentlich taucht hier wie schon bei der Definition von N* auf der rechten Seite der Faktor ™3 auf. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wird er aber nicht mitgefiihrt.
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2.8 Die kinematischen Figenschaften einer Kurvenkongruenz

2.3 Die kinematischen Eigenschaften einer Kurvenkongruenz

Auf die hier vorgefiihrte Zerlegung von u,y, wird in dieser Arbeit oft zuriickgegriffen.
Die kinematischen Eigenschaften einer Materieverteilung, die durch ein Vektorfeld u® beschrie-
ben wird, erhélt man aus der kovarianten Zerlegung von u,y, in der Form (z.B. [32])

. 1
Ug;hp = Ogb + Wah — UgUp + 59 hab

O’ = 0gp = 0% =0,  wepu® = w(ep) =0

(mit hap 1= gap + uqup). Umgekehrt lassen sich diese Groflen ausdriicken als

1
Oab = hghg (u(c;d) - gue;e hcd)
Wab = hghg Ule;d)
Ug = Ugh ub
0 = uy,.

Man kann zeigen (z.B. [32]), daB diese Groflen im Ortsraum eines Beobachters eine bestimmte
physikalische Bedeutung haben, wenn man die Entwicklung eines dreidimensionalen Volumenel-
ments V' betrachtet:

e 0, ist die Scherung, sie beschreibt eine volumentreue Gestaltinderung von V.
e w,, ist die Rotation, sie beschreibt eine starre Rotation von V.

Eine verschwindende Rotation ist gleichbedeutend mit der Hyperflichenorthogonalitéit von

u?.

o 1, ist die Beschleunigung von V.
Eine verschwindende Beschleunigung ist gleichbedeutend mit der Geodizitéit von u®.

e 0 ist die Expansion, sie beschreibt eine gestalttreue Volumeninderung von V.

Die im néichsten Kapitel vorgestellte Robertson-Walker-Metrik hat z.B. die Eigenschaft, dafl das
zugehorige Geschwindigkeitsfeld scherungs-, rotations- und beschleunigungsfrei ist.
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3. Das Kosmologische Standardmodell

3.1 Kosmologisches Prinzip und Robertson-Walker-Metrik

Die Aufgabe, die Struktur und Entwicklung des gesamten Universums zu ergriinden, scheint
schon deshalb ein hoffnungsloses Unterfangen zu sein, weil wir nur einen rdumlich und zeitlich
duBerst kleinen Teil davon direkt beobachten konnen. Auflerdem liegt das Universum (definiti-
onsgemif) nur einmal vor und kann nicht von ,auferhalb“ analysiert werden, was einen erheb-
lichen erkenntnistheoretischen Unterschied zu allen anderen Bereichen der Physik bedeutet.
Die einzige Moglichkeit scheint darin zu bestehen, einfache Grundannahmen zu machen, deren
Implikationen dann mit Hilfe der ART und den uns zur Verfiigung stehenden beobachtenden
Mitteln iiberpriift und spiter verfeinert werden konnen. Diese Annahmen koénnen dabei aus
grundlegenden Beobachtungen motiviert sein (z.B. der Beobachtung des Sternenhimmels) oder
einem eher philosophischen Hintergrund entspringen. Auf ein Prinzip, das praktisch den Begriff
,Naturgesetz“ konstituiert, kann man dabei nicht verzichten: Die Naturgesetze und Naturkon-
stanten sind an allen Orten und zu allen Zeiten gleich. Dal man auf diese Weise iiberhaupt ein
konsistentes Bild des Universums erhélt, ist dabei keineswegs von vorneherein sichergestellt.
Tatsédchlich gelangt man aber mit den beiden folgenden einfachen Annahmen zu einem Modell,
dem kosmologischen Standardmodell, das sich in der Beschreibung der grofiriumigen Strukturen
des Universums als bemerkenswert gut herausgestellt hat und viele Beobachtungen in natiirli-
cher Weise erkliren kann. Die Annahmen, die zusammengenommen als kosmologisches Prinzip
bezeichnet werden, sind

e Homogenitét
Das Universum ist auf groflen Skalen gleichférmig, kein Punkt ist ausgezeichnet.

e Isotropie
Das Universum sieht in jeder Richtung gleich aus.

Die erste Annahme driickt aus, dafl unser Standort im Universum nicht vor anderen ausgezeich-
net ist, was ein eher weltanschauliches Prinzip ist und auch Kopernikanisches Prinzip genannt
wird. Die zweite Annahme griindet sich vor allem auf Beobachtungen der grofiriumigen Vertei-
lung der Galaxien und der noch zu besprechenden Mikrowellen-Hintergrundstrahlung, die bis
auf eine relative Abweichung von ca. 107> véllig isotrop ist.

Diese intuitiven Formulierungen lassen sich mathematisch prézisieren [37]:

e Homogenitét: Die Raumzeit besitzt eine Foliation aus einer einparametrigen Familie von
raumartigen Hyperflichen ¥, so daf} es fiir jedes ¢ und zwei Punkte P, () € ¥; eine
Isometrie der Raumzeitmetrik gibt, die P und @) ineinander iiberfiihrt.

e Isotropie: Es gibt eine Kongruenz von zeitartigen Kurven mit Tangentenvektoren u®, die
die Raumzeit ausfiillen und die folgende Eigenschaft haben: Zu jedem Punkt P und zwei
(raumartigen) Vektoren r, und s, am Punkt P, die orthogonal zu u, sind, gibt es eine
Isometrie der Raumzeitmetrik, die r, und s, ineinander iiberfithrt, ohne P und u, zu
verdndern. Man kann also keinen geometrisch ausgezeichneten Vektor konstruieren, der
orthogonal zu u, ist.
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3.2 Die Zeitentwicklung der Robertson-Walker-Metrik

In einem homogenen und isotropen Universum sind die Homogenitéits - Hyperflichen 33, ortho-
gonal zu den Tangenten u® der Weltlinienkongruenz.

Die Geometrie dieser dreidimensionalen Hyperflichen soll nun etwas prézisiert werden. Ein ho-
mogener isotroper Raum mit der Metrik v, ist ein Raum konstanter Kriimmung mit dem
Kriimmungstensor (z.B. [38])
Ra;wa =K (’)’ua'Yoa/ - 7uu7aa)
und dem Linienelement
5 dz? + dy? + d2?
(1+ £r2)2

ds®> = a(t) ., k=-1,0,1

mit 72 := z? + y? + 22. Dabei ist a(t) eine beliebige positive Funktion, die Skalenparameter
(oder auch Weltenradius) genannt wird. Geméfi dem Wert von k spaltet sich der Raum in drei
verschiedene Typen auf. Fiir kK = —1 liegt ein Raum konstanter negativer Kriimmung vor, £k = 0
entspricht einem flachen Raum, und der durch k£ = 1 gegebene Raum ist endlich und hat eine
konstante positive Kriimmung. Die Universen heiflen entsprechend offen, flach oder geschlossen.
Aus astronomischen Beobachtungen und vor allem aus theoretischen Griinden glaubt man heute,
dafl unser Universum praktisch flach ist.

Wegen der Orthogonalitiat von ¥; und u® (den Tangenten der Weltlinienkongruenz) kann das
Linienelement der vierdimensionalen Raumzeit keine gemischten Terme von Zeit- und Ortsdif-
ferentialen enthalten. Es lautet daher

5 dz? + dy? + d2?

ds® = —dt* + a(t
’ alt) (1+ &p2)2

, k=-1,0,1. (3.1)

Diese Metrik heifit Robertson-Walker-Metrik, sie ist die Grundlage des Kosmologischen Stan-
dardmodells. Die Zeitentwicklung der Funktion a(t) als Losung der Einsteinschen Feldgleichun-
gen soll im néchsten Abschnitt behandelt werden.

3.2 Die Zeitentwicklung der Robertson-Walker-Metrik

Den beiden Grundannahmen der Homogenitit und Isotropie mufl man noch eine Annahme
hinzufiigen, wenn die Zeitentwicklung des Universums betrachtet werden soll:

Die grofirdumigen Strukturen des Universums werden nur durch Gravitationskrifte beeinflufst.
Wegen der Kurzreichweitigkeit der Kernkréifte und der weitgehenden Neutralisierung der elek-
trischen Ladungen auf grofien Skalen ist dies eine sehr plausible Annahme. Wenn man die ART
voraussetzt, ergeben sich daraus zwei Folgerungen:

e Testteilchen (d.h. Teilchen mit vernachldssigbarer Eigengravitation) mit Viererimpulsen
p*(s) bewegen sich auf Geodéiten:

Lpa a b
= . =0.
Ds P pp

e Materie und Metrik sind durch die Einsteinschen Feldgleichungen
1
Rab _ iRgab — IiTab

miteinander verkniipft. Wegen der Homogenitdt und Isotropie konnen auflerdem keine
Energiestrome und kein anisotroper Druck auftreten. Die Materie liegt daher in Form
einer idealen Fliissigkeit vor:

T% = puu’ + Pho .
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3. Das Kosmologische Standardmodell

Die Feldgleichungen implizieren somit (z.B. [38])

(pa®) +P(a®) = 0 (3.2)
at  k K
22 T 3P (3.3)

wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ abkiirzen soll. Wenn die Zustandsgleichung, die p und P
miteinander in Beziehung setzt, bekannt ist, kann man so eine Losung fiir a(¢) und fiir p(#) und
P(t) gewinnen.

Die erste Gleichung kann man als Bilanzgleichung zur Erhaltung der Energie interpretieren (z.B.
32]).

Durch Differentiation der zweiten Gleichung erhilt man

3% - —g(p+3P) .
Fiir p + 3P > 0, was aus physikalischen Griinden immer erfiillt sein sollte!, ist also @ < 0.
Das Universum kann daher nicht statisch sein, es expandiert (¢ > 0) oder kontrahiert (¢ < 0).
Dieses geschieht in dem Sinne, daf} sich der typische Abstand zweier freifallender Systeme (z.B.
Galaxien) vergrofilert oder verkleinert. Es gibt aber kein ausgezeichnetes Zentrum der Expansion
bzw. Kontraktion.

Im Jahre 1929 entdeckte E. Hubble mit Hilfe der Rotverschiebung, dafl sich alle (zumindest
alle entfernteren) Galaxien von uns weg bewegen, und zwar mit einer Geschwindigkeit, die
proportional zu ihrer Entfernung ist. Dieses ist ein eindrucksvoller Beleg fiir die gegenwértige
Expansion des Universums und das kosmologische Standardmodell iiberhaupt. Genau dieses
Bild miifite sich ndmlich jedem Beobachter im Universum bieten: Wenn R(t) = Rpa(t) der

Abstand zu einer Galaxie zum Zeitpunkt ¢ ist, gilt offensichtlich dd—f =R % Die Grofie & wird

als Hubble-Parameter H bezeichnet.

Wenn die Expansion zu allen Zeiten gleich schnell ablief, ist @ = const. und somit a ~ (t — tp).
Dieses fiihrt zu dem Ergebnis, daf§ vor einem endlich langen Zeitraum ¢ —#; = 7 = % der
Skalenparameter a gleich 0 war, was einem unendlich dichten und heiflen Universum entspricht
und gemeinhin als Urknall oder ,,big bang“ bezeichnet wird. Wegen ¢ < 0 kann dieser Zeitraum

hochstens kleiner als % sein. Aus der erwihnten Galaxienflucht kann man die heutige Grofie von

H auf Werte zwischen 40 ka—]{cs und 100 ka—]{cs eingrenzen, was zu einem maximalen Weltalter von
10 bis 25 Milliarden Jahren fiihrt. Dies stimmt recht gut mit den #ltesten bekannten Sternen
iiberein, deren Alter auf maximal 20 Milliarden Jahren geschitzt wird.

Um exakte Losungen der Feldgleichungen formulieren zu kdnnen, sollen zwei wichtige Spezialfille
betrachtet werden: Das Strahlungsuniversum mit P = %p und das Staubuniversum mit P = 0.
Wiéhrend fiir unsere Epoche das Staubuniversum ein sehr gutes Modell ist, glaubt man, daf} zu
fritheren Zeiten Materie in Form von Strahlung vorherrschend war. In einem flachen Robertson-

Walker-Universum ergibt sich (z.B. [38])

1
P:§p oa = ao(t—t[))%, pr~at (3.4)
P=0 : a = ao(t—t[))%, pr~a?. (3.5)

Wiéhrend das offene Modell (K = —1) eine qualitativ dhnliche Zeitentwicklung besitzt, kommt
es in dem geschlossenen (k = 1) nach einer gewissen Zeit zu einem Ende der Expansion und
dann zu einer Kontraktion, die in einem dem Urknall analogen Zustand mit ¢ = 0 (dem ,big
crunch®) miindet. Fiir ¢ — ¢ zeigen aber alle Modelle das gleiche Verhalten.

!Die mégliche Verletzung dieser Bedingung in der extremen Frithphase des Universums ist hier nicht von
Bedeutung.
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3.8 Die Physik des Urknallmodells

3.3 Die Physik des Urknallmodells

In diesem Abschnitt soll skizziert werden, welche Schlufifolgerungen man aus der Annahme zie-
hen kann, daf} die uns bekannte Physik auch im frithen Universum Bestand hatte. Das Vertrauen
dafiir, sich so dem Urknall bis auf 10~° oder gar weniger Sekunden zu niihern, griindet sich dabei
auf die Tatsache, daf§ die Mikrophysik unterhalb der Temperaturen, die nach dem kosmologi-
schen Standardmodell nach dieser Zeit herrschen, recht gut bekannt und im Labor testbar ist,
wenn keine Gravitationseffekte auftreten. Die Gravitationswechselwirkung ist aber gegeniiber
den anderen Grundkriften der Natur um viele Groflenordnungen kleiner. Auflerdem scheinen
die wenigen nachpriifbaren Konsequenzen (siehe unten) dieses Modell zu bestatigen.

Die im folgenden nachgezeichnete Entwicklung des Universums lafit sich z.B. in [38], [27], [37]
nachlesen, so daf} nicht stindig auf die Literatur verwiesen wurde.

Wie man an den Friedmann-Losungen (3.4), (3.5) sieht, steigt die Energiedichte der Strahlung
starker als die der Staubmaterie an, wenn a gegen 0 geht. Zu frithen Zeiten war daher Strahlung
mit p ~ a~* ~ t~2 die dominierende Materieform, und fiir die Temperatur erhilt man aufgrund
des Stefan-Boltzmann-Gesetzes p ~ T* die Beziechung T ~ a~' ~ t73. Zu sehr kleinen Zeiten
muf} die Temperatur so grofl gewesen sein, dafl Paarerzeugungsprozesse auch fiir massive Teilchen
mit den entsprechenden Zerfallsprozessen im Gleichgewicht waren. Mit fallender Temperatur
konnten dann schwere Teilchen nicht mehr erzeugt werden, und immer mehr Teilchen traten aus
dem thermischen Gleichgewicht aus.

So glaubt man, dafl das Universum zunichst aus einem extrem dichten und heiflen Plasma
relativistischer Teilchen bestand, in dem Quarks, Leptonen und Eichbosonen mitsamt ihren
Antiteilchen im thermischen Gleichgewicht waren. Der Zustand noch vor dieser Phase?, in dem
Quanteneffekte wichtig waren, ist Untersuchungsgegenstand der Quantenkosmologie. Deren Sta-
tus als physikalische Theorie ist aber schon wegen der Ermangelung einer quantenmechanischen
Gravitationstheorie mehr als zweifelhaft. Auch auf die Theorie des ,inflationdren Universums®
soll hier nicht eingegangen werden. Sie sagt eine kurzzeitige exponentielle Expansion des Univer-
sums etwa 1073% s nach dem Urknall voraus, die aus einer nichtverschwindenden kosmologischen
Konstante resultiert.

Unterhalb einer Temperatur von etwa 10'® K, und somit etwa 107> s nach dem Urknall, konnten
sich dann stabile Hadronen bilden, und das Universum bestand praktisch ausschliefllich aus
Neutrinos, Antineutrinos, Photonen, Elektronen, Positronen, Myonen, Antimyonen und einer
kleinen Menge von Protonen und Neutronen im thermischen Gleichgewicht.

Nach etwa 0.1 s und bei Temperaturen von 5-10'" K konnten keine Myonen-Antimyonen-Paare
mehr erzeugt werden, so dafl diese zerstrahlten. Dadurch wurde die Wechselwirkung der Neu-
trinos mit den anderen Teilchen so klein, daf} sie aus dem Gleichgewicht entkoppelten und sich
nach etwa 2 s praktisch frei entwickelten. Diese Neutrinos miifite man auch heute noch als eine
auf etwa 2 K abgekiihlte Schwarzkorperstrahlung messen kénnen. Aufgrund der extrem kleinen
Wechselwirkung der Neutrinos mit anderer Materie wird dieses aber in naher Zukunft nicht
moglich sein.

Nach etwa 4 s und bei 5- 10° K zerstrahlten Elektronen und Positronen in Photonen, wobei alle
Positronen und der Grofiteil der Elektronen vernichtet wurden. Durch die Zerstrahlungsenergie
erhielten die Photonen dabei eine um den Faktor 1.4 hohere Temperatur als die Neutrinos.

Als die Temperatur unter 10° K fiel, was nach etwa 3 Minuten der Fall war, konnten sich in
komplizierten Prozessen stabile Atomkerne wie *Hett, D, 3Hett, TLi*** usw. bilden. Nur
4{Het stellte aber mit ca. 25 Prozent einen nennenswerten Anteil an der Gesamtmasse der
Materie, die sonst praktisch nur aus Protonen bestand. Die Tatsache, dafl dieses theoretisch
berechnete Massenverhiltnis, das durch spitere Prozesse (z.B. Nukleosynthese in Sternen) nur
minimal veridndert werden konnte, mit dem heute beobachteten Verhéltnis in Ubereinstimmung
ist, bildet eine der Hauptstiitzen des heilen Urknallmodells.

2Genauer gesagt vor der Planck-Zeit 5 - 10™** s.
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3. Das Kosmologische Standardmodell

Die als Rekombination bezeichnete Bildung von neutralem Wasserstoff aus Protonen und Elek-
tronen fand nach etwa 4-10% Jahren bei Temperaturen von 4000 K statt. Da die Photonen danach
nicht mehr an freien Elektronen oder Ionen gestreut werden konnten, kam es so zu einer Ab-
kopplung der Photonen, das Universum wurde ,,durchsichtig®. Das Universum miifite heute also
mit einer Schwarzkorperstrahlung von Photonen gefiillt sein, die sich seit der Rekombination frei
entwickelten. Genau diese 1948 von G. Gamov vorhergesagte Mikrowellen-Hintergrundstrahlung
wurde 1965 zufillig von A.A. Penzias und R.W. Wilson entdeckt, was ihnen bekanntlich den
Nobelpreis einbrachte. Sie ist iiber den gesamten Himmel praktisch isotrop. Nach neuesten Mes-
sungen betrigt der relative Temperaturunterschied® etwa 10~°. Damit stellt sie das vielleicht
wichtigste Indiz fiir das kosmologische Standardmodell dar, insbesondere fiir die Grundannahme
der Isotropie.

Nach der Rekombination konnten sich kleine Inhomogenititen zu Galaxien und Sternen ent-
wickeln. Die dazu notwendigen Inhomogenititsskalen sind allerdings nicht mit der hohen Isotro-
pie der Hintergrundstrahlung vereinbar. Dieses stellt eines der grofiten Probleme der heutigen
Kosmologie dar, das auch durch das mogliche Vorhandensein von nichtbaryonischer Materie
(,dark matter*) noch nicht befriedigend gelost werden konnte.

Nach etwa 10° Jahren wurde dann der Energiebeitrag der Baryonen grofer als der der Strahlung.
Das Universum wurde Staub-dominiert, was es bis heute, 15 bis 25 Milliarden Jahre nach dem
Urknall, immer noch ist.

3Tatséichlich miBt man zusitzlich einen Dipolanteil mit einer Temperaturanisotropie von etwa 3 - 1072, der aus
der Relativbewegung der Erde zum Mikrowellenhintergrund resultiert.
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Einleitung

Inhalt dieses ersten Teils sind die Losungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen fiir
ein Teilchengas, das durch eine Verteilungsfunktion beschrieben wird, die isotrop im Impulsraum
ist. Unter der Annahme, dafl aufiler der Gravitationskraft keine dufleren Felder auf die Teilchen
wirken, konnten Ehlers, Geren und Sachs [8] 1968 zeigen, dal die Robertson-Walker-Metrik die
einzige nichtstationdre Metrik ist, die mit diesem System vertrédglich ist. Die Zeitentwicklung
wird dabei durch die Friedmann-Lésungen beschrieben.

Gerade fiir die Kosmologie, in der die Robertson-Walker-Metrik die Grundlage des Standard-
modells darstellt, ist dieses ein hochinteressantes Resultat. Die Homogenitit des Raumes muf]
ndmlich wie in Kapitel 3 beschrieben normalerweise vorausgesetzt werden und hat eher den
Status eines weltanschaulichen Prinzips.

Seit dieser Zeit ist keine dhnlich geschlossene Argumentation mehr gefunden worden, die ein
analoges Ergebnis zum Inhalt hitte (fiir mathematische Teilaussagen siehe [1] und [2]).

In Kapitel 4 wird die Argumentation von Ehlers, Geren und Sachs, im folgenden mit EGS
bezeichnet, ausfiihrlich erldutert. Fiir die Untersuchung der Loésungen der Liouville-Gleichung
habe ich mich allerdings an der Arbeit von Tauber und Weinberg [35] orientiert. Ihre Art der
Argumentation 148t sich leichter verallgemeinern und enthélt bereits den Fall des elektromagne-
tischen Feldes. Der Fall, daf} die betrachteten Teilchen eine verschwindende Ruhemasse haben,
wurde dort zwar ausgeschlossen, die Argumentation liefl sich aber leicht diesbeziiglich verall-
gemeinern. Da die vollstindige Losung aber erst in EGS (und auflerdem in viel kompakterer
Form als in Tauber und Weinberg) vorgestellt wurde, werden auch diese Betrachtungen in den
spateren Kapiteln der Einfachheit halber als die von EGS bezeichnet.

Im Kapitel 5 soll dann untersucht werden, welche Anderungen sich fiir die Losungen der Liouville-
Gleichung ergeben, wenn sich die Teilchen nicht mehr auf Geoditen bewegen, sondern einem
dufleren Feld unterworfen sind. Diese Frage wurde von den Autoren nicht untersucht. Zunéchst
wird dabei der Einfluf} eines elektromagnetischen Feldes (der wie gesagt schon in [35] behandelt
wurde) erldutert. In Abschnitt 5.2 wird dann die Bewegungsgleichung % = I}, pp¢ + H®
untersucht, wobei H® = H%(z%) nicht von den Teilchenimpulsen p® abhingen soll. Wie man
dort sehen wird, ergeben sich unter diesen Annahmen zwar dhnliche Einschrinkungen fiir die
kinematischen Groflen, vor allem im zweiten Fall konnen aber viele (Zwischen-) Ergebnisse von
EGS nicht mehr aufrecht erhalten werden.

Schliefllich erfolgt im 6. Kapitel die Untersuchung des Einflusses eines dufleren Feldes auf die
Auswertung der Feldgleichungen. Neben dem Fall des elektromagnetischen Feldes, in dem eine
Vereinfachung der Feldgleichungen nach dem Schema von EGS nicht mehr méglich ist, soll vor
allem ein Skalarfeld untersucht werden, das sich nicht direkt in den Bewegungsgleichungen der
Teilchen niederschligt, wohl aber in den Feldgleichungen. Hier lassen sich unter gewissen An-
nahmen zu EGS analoge Schluflfolgerungen treffen. Fiir das anschlieffend untersuchte Skalarfeld,
das direkt an die Materie (in Form des Energie-Impuls-Tensors) ankoppelt, lassen sich Aussagen
dieser Art nur unter sehr starken Annahmen gewinnen. Im abschlielend behandelten Fall der
Brans-Dicke-Theorie machen die komplizierten Feldgleichungen schliellich eine Argumentation
im Sinne von EGS unmdéglich.
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4. Isotrope Losungen der
Einstein-Liouville-Gleichungen

4.1 Der grundlegende Rahmen

Im Rahmen der allgemeinrelativistischen Kinetischen Theorie soll eine Materieverteilung be-
trachtet werden, die durch eine Verteilungsfunktion f = f(z,p) beschrieben wird. Der Energie-
Impuls-Tensor der Materie ergibt sich wie in Abschnitt 2.2 beschrieben aus

T = /pap”f(ﬂﬂ,p) T s (4.1)
wobel
o dz"
p= ds

der Viererimpuls der Teilchen auf den Weltlinien z%(s) und m,, das Volumenelement der dreidi-
mensionalen Massenschale p,p® = —m? = const. ist. Fiir m # 0 entspricht m s der Eigenzeit.
Als Vereinfachung wird angenommen, daf alle Teilchen die gleiche Masse haben. Dieses bedeutet
aber keine Einschrankung der Allgemeinheit der Ergebnisse, da man ein System immer in solche
Untersysteme aufteilen kann.

Auflerdem sollen die Teilchen kollisionsfrei sein, oder es soll ein Stofigleichgewicht herrschen, so
daf} die Liouville-Gleichung gilt:

f(xz,p) = const. entlang der Weltlinien, d.h.

df of dp®

1 opt ds 0. (4.2)
In der Kosmologie entsprechen diesen Féllen die wichtigen Staub- und Strahlungsuniversen.
Aufler dem Gravitationsfeld, das geméfl der Einsteinschen Gravitationstheorie von den Teilchen
selbst erzeugt wird, sollen ferner keine dufleren Kréfte wirken. Die Teilchen bewegen sich daher
auf Geoditen:

f,apa +

dp®

Pl b "p° . (4.3)
In spéteren Kapiteln werden mégliche Verallgemeinerungen dieser Annahme betrachtet.
SchlieBlich soll die Verteilungsfunktion lokal isotrop im Impulsraum in dem folgenden Sinne sein:

Es gibt ein zeitartiges zukunftsgerichtetes Vektorfeld u* (ein ,,Beobachterfeld“) mit u,u® = —1,
so daf} f die Form

f=f(z,—uqwp?) (4.4)
hat. Dabei 148t sich £ = —u,p® als die Energie der Teilchen interpretieren, die im durch u“
spezifizierten Bezugssystem gemessen wird. Im Fall des statistischen Gleichgewichts ist diese
Bedingung automatisch erfiillt. Dieses Vektorfeld ist zunfichst unabhingig von den Viererimpul-
sen p® der Teilchen, insbesondere sind sie i.a. nicht parallel zueinander.
Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll, folgt aus diesen Annahmen, daf§ die
resultierende Metrik Robertson-Walker-Form hat oder stationér ist.
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4.2 Isotrope Lésungen der Liouville-Gleichung

4.2 Isotrope Losungen der Liouville-Gleichung

Aus physikalischen Griinden kann man f(z, E) > 0 und f(z,E) — 0 fiir £ — oo annehmen.
In einem Intervall ist daher 6% f # 0, so daBl man eine Funktion E = g(z, F) definieren kann.
Dabei soll F = f(x, F) als unabhiingige Variable behandelt werden.

Aus der Liouville-Gleichung folgt somit

b _dg(z. F) _ o, 99dF _ .
ds  ds = 9P OF ds — Gl
Andererseits ist
dE  d(—uqp®)

% = ds = _(ua,b pb) pa — Uq (—Fgcpbpc) = _ua;bpapb )
so daf3

J.a pa = —Uqg;p papb (45)
gilt. Die Grofe ugy, 148t sich dabei wie in Abschnitt 2.3 beschrieben in invarianter Weise zerlegen.
Fiir diese kinematischen Gréfen ergeben sich nun aus der obigen Gleichung starke Einschrinkun-
gen. Wie unten gezeigt wird, kann man folgende Aussagen treffen:

e Die Scherung muf} verschwinden:
oay =0.

e Mit einem Skalar g # 0 gilt

. 1
Ug — §0ua = (Ingq), .

Daraus kann man (wegen o4, = 0)

1
é(a;b) = gqagab y o= qug

folgern. Die Weltlinien sind also die Orbits einer durch &, erzeugten Gruppe von konformen
Abbildungen der Raumzeit in sich selbst. Wenn 6 = 0 ist, ist &, ein zeitartiger Killing-
Vektor, und die Abbildungen sind Isometrien.

e Die Expansion und die Rotation kénnen nicht beide ungleich 0 sein , wenn m # 0 ist:
Owe =0 fir m#0.

Aus den Feldgleichungen kann man spéter ableiten, daf} diese Beziehung auch fiir m = 0
gilt.

Entscheidend ist dabei, dafl sich die Metrik fiir den Fall w,, = 0 wegen o4, = 0 und 4, — %9 Uy =
(Ing) 4, was wie gesagt aus der Liouville-Gleichung folgt, nach dem Lemma 3 aus Abschnitt A.4
in der Form

ds? = ¢*(—dt* + do?), do* =y, (z%) dztdz” (4.6)

schreiben 148t. Das Vektorfeld u® hat in dem mitbewegten Koordinatensystem die Form
u® = ¢ 'og . (4.7)
Der Beweis fiir die behaupteten Eigenschaften der kinematischen Groflen soll nun angetreten

werden. Die kovariante Differentiation in u®-Richtung wird dabei durch einen Punkt abgekiirzt,

z.B. p* = pa;bub.
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4. Isotrope Lésungen der FEinstein-Liouville-Gleichungen

Zunichst zerlegt man p® in Anteile parallel und senkrecht zum Beobachterfeld u®:
p'=gu+ge”, e'u,=0,e%e =1.
Wegen p,p® = —m? ist dabei § = \/¢g2 — m2. Aus Gleichung (4.5) folgt somit
L . - 1.
99 + gg,aea = _(gua +g (wab + Uab) eb + g g Hea)pa

= —9§tac" — G ome’e” — 5%

. . . .90
s ¢ oape’e’ + G (g9t +9.0)e* + g9 +§==0.

3
Da diese Gleichung fiir alle Richtungen von e? gilt, folgt
oap =0 (4.8)
GUg + go = Qg (4.9)
1 —99
—0=—-". 4.1

mit einem Skalar «. Das Verschwinden von oy, resultiert dabei aus ogu® = ogpub = 0. Aus
(4.9) folgt durch Uberschieben mit u®, daB o = —g ist, womit wegen (4.10) ¢?tu, + 990 =

(9> — m?) 30 u, folgt. Das ist dquivalent zu
(92),11 = 92Aa + mQBa s (4'11)
. 1 2
Ay = =2 (g — §0ua) , Bg:= —§0ua .

Bildet man von diesem Ausdruck die Rotation, erhilt man

0 = (9%A}) 4y + M By
9 Apgp) + Ap(9” Ay +m*By) + m By
= g°App) + m* (A By + Blay) -

Da in dieser Gleichung nur g von F' abhiingt, miissen beide Terme verschwinden:
A =0, (4.12)
Blagp) + AByy =0 fiir m#0. (4.13)
Man kann also A, als Gradient eines Skalars ausdriicken:
Ag=1n(q?)a -

Dabei ist g ein beliebiger positiver Skalar. Aus der Definition von A, folgt

1
Ug — 59 ug = (Ing)q . (4.14)

Durch Uberschieben mit u® erhiilt man

6=3%  q,=2bp.
q q
Setzt man (4.14) in u(y) = —Uup) + %Hhab (was wegen o, = 0 gilt) ein, ergibt sich

1 1
5 = —=0uqup — — ~0h,
U(azb) 30 tatip qQ,(an) + 30 ftab
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4.2 Isotrope Lésungen der Liouville-Gleichung

S QU tq,0b%a) = %(ﬁgab :
Mit dem Vektorfeld
o :=quq
gilt deshalb
oty = A gw s A= a0=i. (4.15)

Fiir den Fall m # 0 folgt aus (4.13) wegen B, = —%ua und A4, = —2%"1

0 = Biag + ApBy
A 1
= -2 (Eu[a);b} + 4>\? q,[aW]
= _2q72(q)‘u[a);b] )

wie man durch einfaches Differenzieren nachrechnen kann. Somit gilt
0= ()‘qu[a);b] (m #0) . (4.16)
Uberschieben mit h2hY liefert (wegen hfu, = 0 und wyy := h& hifuge,a)

0 = Aqh‘clhzu[a;b}
1

= §q29wcd )

woraus die Beziehung

Owa, =0 fir m#0 (4.17)

resultiert.

Nachdem diese Aussagen iiber die kinematischen Groéflen gewonnen werden konnten, soll nun
gezeigt werden, dafl man eine Erhaltungsgréfe konstruieren kann, durch die sich die Verteilungs-
funktion f ausdriicken 14t. Auflerdem kann man gewisse Aussagen iiber die funktionale Form
des konformen Faktors ¢ gewinnen, die fiir das weitere Vorgehen wichtig sind.

Wegen Gleichung (4.16) 148t sich zunéichst Aqu, fiir m # 0 als Gradient eines beliebigen Skalars
schreiben:

%k@ (m #0) . (4.18)

Damit hat B, fiir m # 0 die Form B, = —q %k, und Gleichung (4.11) wird zu

Aqug =

qa
(92),0& = _292?‘1 - ?k,a .

Diese Gleichung hat auch fiir m = 0 Bestand, da dann der zweite Term verschwindet (vergl.
(4.11)). Durch Umformen erhélt man

0= ¢*(¢%) .0 + 9°2¢q.0 + M’k ,

s (PP +mPE),=0. (4.19)

Dieser Ausdruck hingt also von F, nicht aber von z ab, so daf die Verteilungsfunktion die
Form

f= @B +m’k) = f((&p®)” +m’k) (4.20)

haben muf}. Der Term ¢?E? + m?k ist also eine Erhaltungsgrofe.
Fiir die weitere Argumentation mufl man eine Fallunterscheidung treffen.
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4. Isotrope Lésungen der FEinstein-Liouville-Gleichungen

=0

Wegen 0 = 3% resultiert in diesem Fall zunéchst aus Gleichung (4.15)

=0, &up=0.

Der Vektor &, = qu, ist also ein Killing-Vektor. Da er zudem noch zeitartig ist, mufl die Metrik
stationdr sein, im Falle wg, = 0 sogar statisch (sieche Abschnitt 1.3).
Fiir m = 0 impliziert Gleichung (4.19) aulerdem

(92q2),a =0.

Dies ergibt sich aber auch im Fall m # 0, da k konstant ist:

1 1,
§k,a = Aqug, = gq Ou, =0.
Damit gilt
f=1aE. (4.21)
0#£0, m=0

In diesem Fall erhilt man die gleiche Erhaltungsgrofie wie fiir # = 0. Aus (4.19) folgt ndmlich
(9%¢).a =0

und so
f=fdE.

Fiir wgp = 0 148t sich die Metrik konform zerlegen, weitere Aussagen iiber ¢ kann man hier aber
nicht machen.

0#£0,m#0

Gleichung (4.17) impliziert zunéchst wy, = 0. Damit 148t sich die Metrik geméfi Gleichung
(4.6) konform zerlegen. Insbesondere ist u® = ¢~ '§%. Wenn im folgenden von der Zeit oder von
rdumlichen Komponenten die Rede ist, so beziehen sie sich auf dieses ausgezeichnete Koordina-
tensystem.
Aus Gleichung (4.18) folgt somit k = k(t). Durch Uberschieben von (4.18) mit u® gilt zudem
(q2) = —k, so daB man ¢? als

> = A(z®) — k(1) (4.22)

mit einer beliebigen Funktion A schreiben kann. Fiir die Metrik resultiert damit
G = (A(z®) — k(t)) (—dt* + do?) (4.23)
und f hat die Form
=1 ((A(z") = k(£)*E? = m?k(t) ) . (4.24)

Neben den weiter oben abgeleiteten Eigenschaften der kinematischen Grofien konnte also in
allen Fillen eine einfache funktionale Form fiir die Verteilungsfunktion angegeben werden. Im
Fall m0 # 0, in dem die Metrik konform zerlegbar ist, lief} sich der konforme Faktor auflerdem
auf die Form (4.22) einschrinken, was fiir die weitere Argumentation entscheidend sein wird.
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4.8 Lésungen der Feldgleichungen

4.3 Losungen der Feldgleichungen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Bedingungen an die Metrik aus der Feld-
gleichung R, — %R gap = K Typ folgen. Dabei soll vor allem der Fall # # 0 untersucht werden, da
die Metrik sonst stationidr und fiir die Kosmologie wenig interessant ist.
Wegen der Isotropie von f beziiglich u* hat der Energie-Impuls-Tensor die Form einer idealen
Fliissigkeit:

TY = puul + Ph | p® = g% 4 %0 (4.25)

Fiir m = 0 erhilt man wegen

T“a:/p“pafﬁm=(—m2)/fﬂm=0

die Zustandsgleichung

Man kann nun mit Hilfe der Feldgleichungen zeigen, daf} ein solcher Strahlungs - Energie-Impuls-
Tensor unter der zusétzlichen Annahme o4, = 0, die hier als Folgerung der Liouville-Gleichung
erfiillt ist, zu der Beziehung

0 Wap = 0

fithrt [36]. Fiir m # 0 folgte dies bereits aus der Liouville-Gleichung (Gleichung (4.17)). Der
Beweis wird hier aber nicht vorgefiihrt, da er relativ lang und technisch ist.
Wenn die Expansion ungleich Null ist, was im folgenden angenommen werden soll, kann man
somit

wep =0

folgern, so daB sich die Metrik gemafi Gleichung (4.6) konform zerlegen 1afit.

Nun macht man sich eine wichtige Eigenschaft des Vektorfeldes u® zunutze. Aus der Feldglei-
chung folgt ndmlich, dafl u® ein Eigenvektor des Ricci-Tensors ist, d.h. es gilt

uRopug =0 .

Aufgrund der Tdentitdt u® R,puq = 0 pue + Terme(wpe, ope), die sich aus ugRope = Ug; ;] (siehe
Abschnitt 1.1) ergibt, kann man daher

0’[aub] =0

folgern, da o4, und wgy hier gleich 0 sind. Im mitbewegten Koordinatensystem ist ferner u, =
—q 62, so dal § nur von ¢ abhingen kann. Wegen der aus (4.14) folgenden Beziehung 6(t) =
3(Ing) g 85 = =3 5 (5) folgt

¢* = (B(a®) +C(t) ™ (4.26)
mit beliebigen Funktionen B und C' (die Beziehung zwischen C und 6 ist hier nicht relevant).

Fiir m # 0 liefert der Vergleich mit (4.22), dal B oder C konstant sein mufl. Wegen 0 = 60(t)
kann man daher 0.B.d.A. B gleich 0 setzen und erhélt

¢ =¢*t) (m#0). (4.27)

Daf} dieses wichtige Teilergebnis auch fiir m = 0 resultiert, ist etwas schwieriger zu zeigen. Dazu
wertet man zunéichst die (aus der Bianchi-Identitiit folgende) Gleichung 7%, = 0 fiir P = %p
aus:
4 1
0 = = a,b - ab )
(gpuu’ + 209"

4 4 1
— gpua—i-gp(ua—i-ua@)—l-gp’a .
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4. Isotrope Lésungen der FEinstein-Liouville-Gleichungen

Uberschieben mit u, liefert —%[) — %p@ + %/) = 0 und damit p = —%p 0, womit gilt:

4 1
—gput +p(a® +utf) = —op°
1 1
& Ut - gou“ = 2 (Inp)® .
Aus dem Vergleich mit (4.14) erhélt man
p=q ' = (Bz*) +C@)". (4.28)
Mit Hilfe dieser Beziehung soll nun die mit u®u® iiberschobene Feldgleichung Gy utub = kp

ausgenutzt werden. Wegen der konformen Zerlegbarkeit der Metrik kann man u® = ¢~'6¢ wihlen
und die Gleichung wird zu Gooq 2 = kp. Fiir das Linienelement gilt ds? = ¢%ds?, ds? =
—dt? + Y (%) dz*dz”. Der Ricci-Tensor von ds? hat dabei die Komponenten Ry = Rou =
0, }_2#,, = RW, wobei RW der Ricci-Tensor beziiglich v, ist. Mit Hilfe der Formeln aus Anhang

A 4 erhalt man somit

1~
Goo = R+2(Ing) 0 —2(Ing)o” +2 (—(Ing) oo +7"(Ing) ) + (~(ng)o*+
+7"*(Ing),, (Ing),)

1.
= 3R—3(ng)0> + 29" (Ing) u + " (Ing) , (Ing).,

und Gog ¢~2 = k p wird mit (4.27) und (4.28) zu

1~ Co B,, BB, BB,
_ _ ) _2 uv sk _ S g [ ) > B 2 — B 4
<2R SGre) " Ere  Brop) T Brop) BTO = s(BHO)

& R(B+C)?—3C¢*—29"B,,(B+C)+3y"B,B, = r(B+0C)".

DN | =

Mit der neuen Zeitkoordinate 7 := C(¢) und F(7) := C? gilt damit
1 -
3F(1) = gR(B+7)* =29 Buy(B+7) + 39" BuB, — r(B+7)".

Da nun die linke Seite dieser Gleichung nur von 7 abhéingt, kann man einen Koeffizientenvergleich
vornehmen. Insbesondere der Term 4B(z®) 73 auf der rechten Seite muf eine Funktion von 7
sein. Daher ist B konstant und kann gleich 0 gesetzt werden. Damit wurde gezeigt, daf} der
konforme Faktor ¢ auch im Fall m = 0 eine reine Funktion von ¢ ist.

Mit einer Umdefinition der Zeitkoordinate erhilt man also in jedem Fall die Metrik ds? =
—dt? + q(t)2 do®. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird ds? von nun an in der Form

ds? = —dt* + a(t)* do®, do* = y,,(2*) dztdz” (4.29)

geschrieben.

Wie man dem letzten Abschnitt entnehmen kann, hat die Verteilungsfunktion fiir m # 0 wegen
q(t)? = const.—k(t) (Gleichung (4.22) die Form f = f(¢*?E?—¢*m?). Fiir m = 0 ist f = f(q*E?).
In beiden Fillen kann man f also als f = f(q? papph®) und somit als

f=F(at)p*), p*:=papph™ (4.30)

schreiben. Wegen T% = [ p®p® f 7, ist auBerdem

p=pt), P=P().
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4.8 Lésungen der Feldgleichungen

Diese Form fiir die Verteilungsfunktion erhilt man auch, wenn man die Robertson-Walker-
Metrik voraussetzt und die Verteilungsfunktion in der in Anhang A.3 beschriebenen Weise daraus
ableitet [7]. Diese Herangehensweise ist die Grundlage fiir den Teil IT dieser Arbeit.

Die gefundene Formen fiir die Metrik und den Energie-Impuls-Tensor implizieren nun schon,
dafl ds? eine Robertson-Walker-Metrik sein mu8, die durch die Friedmann-Zeitentwicklung cha-
rakterisiert ist. Dieses soll abschlieflend gezeigt werden.

Zu einer Metrik der Form (4.29) gehéren die folgenden nichtverschwindenden Komponenten des
Ricci-Tensors, wie man z.B. mit Hilfe der Formeln aus Anhang A.4 nachrechnen kann:

Ry = -3
a
Ry = Ry +7yuw (ad+2a%) .

Dabei ist ij = }N?,ﬂ,,(:zra) der Riccitensor beziiglich v, . Die Feldgleichungen in der Form R, =
KTy — %TCC gap) lauten somit

a 1
—3- = T ~T¢
a t (Too + 5 c)
~ .. . 1
R + v (ad + 2a2) = K (Tuu - §ch a2’)’uu) .

Setzt man Tyo = p, Ty = P a’yu, , T¢. = 3 P—p (alles direkte Folgerungen aus der Form (4.25)
von T) in die obigen Gleichungen ein, erhilt man

a K
-3—-=—-(3P 4.31
32 =2(3P+p) (431)

und

Ry +vuwK(t)=0, (4.32)
K(t) == ad + 2a° + ga2(P -p).

Da ij und 7, nur von den Raumkoordinaten z® abhingen und K nur von ¢, mufl K kon-
stant sein. Der durch R, beschriebene: dreidimensionale Rau1~n ist damit ein Raum konstanter
Kriimmung' (in drei Dimensionen ist Ru e eindeutig durch R, bestimmt), d.h.

Ra;wa =k ('Y;w")’al/ - 'Y;W'Yom')

mit k := —%K , wobei k die Werte —1,0, 1 annehmen kann (nach Umskalierung von a). Damit
ist ds? eine Robertson-Walker-Metrik:

5 dz? + dy? + d2?
(14 1kr2)?

G = —dt* + a(t)

mit 72 1= 22 + 9% + 22

Betrachtet man die Argumentation fiir den Fall m = 0, so zeigt sich, dafl diese Form fiir die
Metrik unter den Annahmen 7% = %puaub + %p g® und 04 = wg = 0 unabhingig von
Modellvorstellungen der Kinetischen Theorie resultiert. Sowohl bei der Herleitung von Gleichung
(4.28) als auch bei der Bestimmung der Form der Metrik wurden ndmlich nur die Feldgleichungen
ausgenutzt.

SchlieBlich soll die Zeitentwicklung des Systems untersucht werden.

'In Abschnitt 3.1 wurde ein solcher Raum etwas genauer beschrieben.
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4. Isotrope Lésungen der FEinstein-Liouville-Gleichungen

Die Energiedichte p und der Druck P lassen sich iiber 7% = [ p®p"fm,, durch die Verteilungs-
funktion f = f(a(t)? p?) ausdriicken. Dazu benutzt man das Volumenelement in orthonormalen

Koordinaten? mit p; = |p|sin@sin ¢, po = |p|sinf cos ¢, ps = |p|cos b [7] :

T = p° (m? -I-]_)2)7% dlp| sin@df de .

Man erhélt
p = Tabuaub
= [+ ) fap) T
o] 2
= / (m? +p*) % p* f(a?p?) dip| / singdf | dp
0 p
= 4rma 4/ (a2m2+u2)%u2f(u2)du
0
und
1 a
P = g(T a+p)
1 2 2,2 1
= 3 [Cm) @) T 50
4 0 1
= —%mQa’Q/O (a2m2+u2)*% u2f(u2)du+§p
4 o]
= ?ﬁa_‘l/ (a2m2+u2)_%u4f(u2)du.
0

Wie man leicht nachrechnen kann, folgt aus diesen Beziehungen
(pa®) + P(a®) =0. (4.33)

Diese Gleichung ist schon aus Abschnitt 3.2 bekannt.
Einsetzen von (4.31) in den Ausdruck fir K = —2k liefert

1
9k = —a-aZ (3P + p) + 242 + —a2(P — p)

3 2 2
.2 2 2
& 26" +2k = ghpa
o d2+ kK
a2 a2 T 3P

Zusammen mit der Gleichung (4.33) liegt also das aus Abschnitt 3.2 bekannte Differentialglei-
chungs-System vor, das zu den Friedmann-Lésungen fithrt. Wenn die genaue Form der Vertei-
lungsfunktion bekannt ist, kann man die Energiedichte und den Druck wie oben gezeigt aus ihr
berechnen und so die Zeitentwicklung von a(t) vollstindig festlegen. Die Zustandsgleichung, die
p und P miteinander in Beziehung setzt, muf} hier also nicht vorausgesetzt werden, sondern kann
mit Hilfe der Verteilungsfunktion abgeleitet werden. Dieser Sachverhalt, der immer zutage tritt,
wenn die Form der Verteilungsfunktion bekannt ist, unterstreicht ganz allgemein den Nutzen
der Kinetischen Theorie.

%In diesen Koordinaten ist g = —1.
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5. Losungen der Liouville-Gleichung mit
auBBerem Feld

Die Annahme, daf} sich die Teilchen auf Geodéten bewegen, soll nun fallengelassen werden. Alle
folgenden Betrachtungen lassen aber zwei Grundannahmen von EGS unangetastet:

e lokale Tsotropie der Verteilungsfunktion : f = f(x, F) = f(z, —uq p®)

e Liouville-Gleichung : f = const. entlang der Weltlinien

Wenn diese Annahmen modifizieren wiirden, miiite man einen vollig neuen Argumentations-
weg zur Bestimmung der Metrik konstruieren. Anscheinend kann man nimlich nur mit diesen
Annahmen die kinematischen Parameter der Metrik so weit einschrinken, dafl man mit Hilfe
des Lemmas 3 aus Anhang A.4 eine bestimmte funktionale Form fiir die Metrik angeben kann.
Daf diese noch recht allgemeine Form nur mit den Feldgleichungen vertréglich ist, wenn die Me-
trik eine Robertson-Walker-Metrik ist, ist ein weiterer Hinweis, dal der Beweis eines dhnlichen
Ergebnisses unter allgemeineren Bedingungen ungleich schwerer ist und neue Beweistechniken
erfordert. Tatséchlich gibt es seit der 1968 abgefassten Arbeit von EGS kein analoges Ergeb-
nis, mit dem man von Eigenschaften der Verteilungsfunktion eindeutig auf die Form der Metrik
schliefen kénnte.

Was allerdings modifiziert werden kann, sind die beiden folgenden Annahmen:

e Die durch die Verteilungsfunktion beschriebene Materie wird neben der Gravitations-
wechselwirkung durch kein dufleres Feld beeinflufit, d.h. die Teilchen bewegen sich auf
Geoditen:

Dp*  dp® b
=—+TI} c=0.

DS dS + bcp p 0

Wegen der Isotropie beziiglich 4® hat daher der Energie-Impuls-Tensor die Form einer

idealen Fliissigkeit:

T% = puu® + Ph .
e Metrik und Materie sind durch die Einsteinschen Feldgleichungen miteinander verbunden:

Rab_%Rgab :HTab )

Vor allem eine mégliche Verallgemeinerung der ersten Annahme ist Inhalt der folgenden Ab-
schnitte. In Abschnitt 6.4 wird kurz die Brans-Dicke-Theorie behandelt, in der andere Feldglei-
chungen vorliegen. Allerdings 148t sich auch dieser Fall auf die normale Einsteinsche Theorie mit
einem zusétzlichen Skalarfeld zuriickfiihren.

Zunéchst soll es dabei um die Losungen der Liouville-Gleichung gehen. Die Einschrinkungen
durch die Feldgleichungen sind dann Inhalt des darauffolgenden Kapitels.
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5. Lésungen der Liouville-Gleichung mit duflerem Feld

5.1 Elektromagnetisches Feld

Hier soll untersucht werden, welche Folgerungen sich aus der Liouville-Gleichung fiir eine Vertei-

lungsfunktion der Form f = f(z, E) = f(z, —uqp®) gewinnen lassen, wenn die Materie neben der

Gravitationswechselwirkung unter dem Einfluf} eines dufleren elektromagnetischen Feldes steht.

Fiir den Fall m # 0 wurde dies bereits in [35] gezeigt.

Die Bewegungsgleichung lautet hier
dp®

= —T3.p"p" + eFyp" . (5.1)
ds
Wie im vorigen Kapitel gilt fiir £ = g(z, F), F = f(z, E) wegen der Liouville-Gleichung

aB _
ds

a

g.apP -

Die neue Bewegungsgleichung fithrt nun aber auf

dFE
<= Uy PP’ — eug F4p°
und so zu
9a P = —uap PP’ — eua F4%p° . (5.2)

Trotz des Auftretens des neuen Terms eF®u,p® ergeben sich die gleichen Einschrinkungen fiir
die kinematischen Grofien, was nun gezeigt werden soll.

Mit p® = gu® + ge®, e®u, =0, e®e, = 1 erhilt man aus (5.2) wegen u,F%p® = u,F% jeb, was
aus F(®) =0 folgt, die Gleichung

. L Y
920ab6aeb+g(gua +g,a+6Fbaub)6a+gg+gQ—:0_

3
Daraus folgt
o =0, (53)
gu‘a‘i‘g,a‘i‘Fa:aua , (5-4)
0 —99
— = ", 9.9
mit F, := eF’uy,. Aus (5.4) folgt —a = § = —92;"12% und somit g1, + 99,4 + gFy = (9° —
m?) gua, was dquivalent ist zu
(92),a = QZAa + m2Ba —29F, , (5-6)
.0 2
Ay = =2 (g — gua) , Bg:= —geua .

Die Terme A, und B, sind wie in EGS definiert. Hieraus erhilt man

0 = (g*Ap)p +m*Blay — 2(9F) )

= g* Ay + Aja(g° Ay + m’ By — 29Fy) +m” Biay) — 29F
1 m?
_2F[a(§gAb] + EeBb])

m? 1
= g% Ay + m* (A By + Blay)) — 7F[aBb} =29 (Fap) + 5AWFy) -

32



5.1 FElektromagnetisches Feld

Da nur g von F abhingt (nicht zu verwechseln mit F,), kann man einen Koeffizientenvergleich
in g vornehmen und erhélt

A[a;b] =0, (5.7)

A[aBb] + B[a;b} =0 fir m#0, (5.8)
1

Flo) + 5 AFy =0, (5.9)

FoBy =0 fiir m#0. (5.10)

Neben den beiden neuen Gleichungen fiir F'* ergeben sich (5.7) und (5.8) also genauso wie im
Abschnitt 4.2 . Wie dort gezeigt wurde, implizieren sie die Beziehungen

A, = ln(q_2)’a
. 1
Uy — §0ua =(Ing), , (5.11)
S(a;b) =q9ab , &a:=qUa (5.12)
Owy =0 fir m#0. (5.13)

Auch die Einfithrung des Skalars k ergibt sich als Folgerung von Gleichung (5.8) wie im vorigen
Kapitel, wenn m # 0 ist:

. 1 1
4qug = 59 Pug = 3 k. (m #0) . (5.14)
Damit hat B, wieder die Form B, = —q 2k, fiir m # 0.

Allerdings ist es i.a. nicht mehr moglich, eine Erhaltungsgrofie zu konstruieren. Gleichung (5.6)
ist ndmlich nun dquivalent zu

2
(00 = —20°20 -k, —2F,
g q
& *(9Y)e = —9%(@Y) 0 —m’ko—29¢°F,
& (P +m’k) o= —29¢°F, . (5.15)

Die rechte Seite 1483t sich i.a. nicht als Gradient eines Skalars ausdriicken.

Die Gleichungen (5.9) und (5.10) liefern hier auflerdem gewisse Einschrinkungen fiir Fj,. Aus
(5.9) folgt

1 1
0= F[a;b} - _Q,[an} = _(qF[a);b] :
q q
Man kann somit ¢F, als Gradient eines Skalars schreiben:
aFo = Q. - (5.16)
Aus (5.10) folgt fiir m # 0 ferner
1 1
0= —? k [an] = —? k,[a(qu})
und so
k,[aQ,b] =0 (m ;é 0) . (5.17)

Auch hier muf} fiir die weitere Argumentation eine Fallunterscheidung getroffen werden:

33



5. Lésungen der Liouville-Gleichung mit duflerem Feld

=0

Wegen Gleichung (5.12) ist £ fiir verschwindende Expansion ein zeitartiger Killing-Vektor. Die
Metrik ist damit stationér.

Fiir m # 0 folgt aus (5.14), daf k konstant ist, so daf§ der Term (m?k) , in Gleichung (5.15) auf
jeden Fall verschwindet. Mit ¢F, = Q , gilt so

(600 = —299Q
e (99+Q)a = 0.

Fiir die Verteilungsfunktion resultiert damit

f=feE+Q). (5.18)
0#£0, m=0
Aus (5.15) folgt wie im Fall # =0
(99 + @), =0
und daher
f=fGE+Q).
0#0,m#0

Wie bei EGS impliziert (5.13) wqp, = 0, so dafl sich die Metrik konform zerlegen lafit. Auch die
funktionale Form des konformen Faktors ¢ ergibt sich aus (5.14) wegen k = k(¢) genauso als

@ = A(zY) — k(1) . (5.19)

Gleichung (5.17) liefert auerdem koQ , = k,Q0 = 0. Da k wegen (5.14) nicht konstant ist,
kann @) nur von der Zeit abhéingen:

Q=Q() .

Zusammenfassend kann man also sagen, dafl die Beziehungen fiir die kinematischen Groéfien auch
bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes erhalten bleiben. Im Fall § = 0 oder m = 0
konnte die neue Erhaltungsgrofie ¢F + @ mit ¢F, = @ , formuliert werden. Dieses gelingt im
Fall @ # 0, m # 0 i.a. aber nicht. Die Form (5.19) fiir den konformen Faktor ¢ resultiert aber in
diesem Fall wie bei EGS.

5.2 p“ - unabhidngiges duBeres Feld

In diesem Abschnitt soll ein dufleres Feld betrachtet werden, das zu der Bewegungsgleichung

d a

o = Tyl H (5.20)
fithrt, wobei H® = H*(z") nicht von den Teilchenimpulsen p® abhingen soll. Das elektromagne-
tische Feld erfiillt diese Bedingung offensichtlich nicht.

Hier taucht nun das Problem auf, dafl die durch m = \/—p,p® definierte Masse i.a. nicht mehr
auf den Weltlinien konstant ist:

dm? a b 0
— o H® — ¢ bocy Y d
7 P (=ppp’) a0+ ( bcpp)apa( Pap”)
~Gbe,a PP'P° — 2H p, + 2T p°p°pa

= —2H%p, .
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5.2 p® - unabhdngiges duferes Feld

Da man aber von der Ruhemasse diese Eigenschaft erwartet, soll der Ansatz
p*=P*+hr®, r'P,=0,1r%,=1

gemacht und mg := /—P,P® als Ruhemasse interpretiert werden. Dabei soll h = h(z®) nicht
explizit von p® abhingen. Somit gilt
dm02 d 2 2
= — h
ds ds (m” + 1)
= _2Hapa +pa(h2),a .

Wenn die Ruhemasse auf den Weltlinien konstant sein soll, muf3 daher
(h?).ap® = 2H,p" (5.21)

gelten. Man erhélt also eine direkte Beziehung zwischen h und H?, kann aber h nicht eindeutig
aus H® gewinnen.

Zunichst verliuft die Argumentation aber bis auf einen Zusatzterm wie in EGS. Die Vertei-
lungsfunktion hat die Form f = f(z, —u,p®) und mit E := —u,p® = g(z, F') resultiert wegen
dE __

5= —ua;bp“pb — ugH® die Gleichung

9aP" = —Ugsp pp" — H'u, .
Analog zu EGS erhilt man damit (p® = gu® + ge®)
g 5 (o . o0
92 oape’e” + g (Qua + g,a) e® + H%u, + gqg + 92§ =

und mit der Abkiirzung H := H%u,
Oap = 0
glg + g,a = QUgq
1 7+ H
ly_ 99+

3 g2_m2'

Aus —a = ¢ ergibt sich nun ¢%u, + g9, = (9% — mQ)%G g — Hug, womit

(9%).0 = 9" Ao +m*By + Ca (5.22)
. 1 2
Aa = -2 (’U,a — goua) s Ba = —geua , Ca = _2Hua .

folgt. Fiir die Definition von A, und B, ergeben sich also keine Anderungen. Damit gilt

0 = (92A[a);b} + m2B[a;b] + C’[a;b]
9% Al + Ajo (97 Ay + m® By + Cy)) + m* By + Clag
= ¢* Al + m* (A By + Bia)) + ACh + Clagy

und somit wegen g = g(z, F) (m? = mg? + h? hiingt nicht von F ab)

Afgp) =0 (5.23)
m2(A[aBb} + B[a;b]) + A[aCb] + C[a;b] =0. (5.24)
Die erste Beziehung liefert wie in EGS
A, = ln(q72),a s
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5. Lésungen der Liouville-Gleichung mit duflerem Feld

woraus )
Uy — gﬁua = (lng),q
und mit &, := qu,
1 :
S(a;b) =Agab, A=590=¢q (525)

3
resultiert, wie in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde. Auch die Beziehung

AlBy + Blag = —2q > (Aquig) 4
wurde dort abgeleitet. Zusammen mit
ACy + Clagy = 4Hq g quy) — 2(Hug,)y)
= ¢ (2H(q)) oty — 2¢*(Huga) )
= _2q72(q2HU[a);b] :

erhilt man
m?(Aquga) g + (¢7H ugg) ) = 0. (5.26)

Formt man diese Gleichung nach
m*(Aq) pua) + (2 H) g + (m*Xq + ¢*H)ujgg) = 0
um und iiberschiebt mit hZhS, dann resultiert die Beziehung
(m*0 +3H) weqg =0. (5.27)

Interessanterweise kann die Rotation also nur ungleich 0 sein, wenn m?@ = —3H ist, im Fall
m6 =0 und H # 0 muf} sie zum Beispiel verschwinden.

Da m? aber nicht mehr als konstant angesehen werden darf, 148t sich ¢ (m?B, + C,) trotz
Gleichung (5.26) i.a. nicht als Gradient eines Skalars schreiben:

A
(@°m’Bia + ¢°Cra)y) = —26125 uia(m?) g — 2m*(Aqug) ) + (¢ H ujg) )
= —2qqup(m®)y .

Dieser Term verschwindet offensichtlich nur fiir ¢ = g(z%) oder fiir m 4 ~ u,, d.h. m = m(t),
was zu h = h(t) dquivalent ist. Setzt man dies voraus und kiirzt ¢*(m?B, + C,) durch —[, ab,
d.h.

2 (m2gA + ¢°’H) uy = la, (5.28)

erhilt man aus (5.22)
(9°)0 = —922%‘1 —q 1,

& (PP +D.=0. (5.29)

Diese Ergebnisse konnten aber nur unter der Bedingung ¢ = ¢(z®) oder h = h(t) gefolgert
werden. Wenn ¢ nicht von ¢ abhéngt, ist £, aber wegen (5.25) ein zeitartiger Killing-Vektor und
die Metrik ist stationdr. Daher ist vor allem der Fall h = h(t) interessant.

Fiir die Weiterfiihrung der Argumentation mufl der Fall m2?0 + 3H = 0 gesondert betrachtet
werden.
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5.2 p® - unabhdngiges duferes Feld

m20 +3H =0

In diesem Fall liefert (5.28) | = const. und daher
(9°¢%),a =0

Die Verteilungsfunktion hat damit die Form
f=14E).

In diesem Fall kann man aber nicht w,, = 0 folgern.

m20 + 3H # 0

Wegen Gleichung (5.27) muf die Rotation verschwinden, und die Metrik 148t sich konform
zerlegen.

Um weitere Aussagen treffen zu koénnen, soll wieder angenommen werden, dafl h = h(t) oder
g = q(z®) gilt. Aus (5.28) folgt dann

=11,
und fiir die Verteilungsfunktion kann man die Form

f=f(E* +1(t))

angeben. Durch Uberschieben von Gleichung (5.28) mit u® ergibt sich aufierdem

m?Byu® + Cou® = —q 2 [ qu®
& om2 +2H = —q72l'
q
& m(t)?(¢?) +2H +i(t) =0. (5.30)

Eine funktionale Form fiir ¢ kann man hieraus nicht ohne weiteres gewinnen. Fiir den Fall
q = q(z®) ergibt sich offensichtlich

2Hq(z*)? +1(t) =0,
aber selbst diese Differentialgleichung 148t sich ohne weitere Kenntnisse von H nicht ausnutzen.

Auch fiir die in diesem Abschnitt untersuchte Bewegungsgleichung ergeben sich also zunéchst
die gleichen Einschrinkungen fiir die kinematischen Groflen wie in EGS, wobei die Beziehung
Oway = 0 (fiir m # 0) durch Gleichung (5.27) abgelost wird. Fiir die weitere Argumentation
mufite aber die Annahme getroffen werden, dafl ¢ = ¢(z®) oder h = h(t) gilt. Der erste Fall
fithrt zu einer stationiren Metrik. Der zweite 148t sich nicht direkt an einer Bedingung fiir H
festmachen, da die Grofien nur iiber Gleichung (5.21) miteinander in Beziehung stehen. Mit
dieser Annahme konnte dann zumindest eine Erhaltungsgréfie und so eine funktionale Form fiir
die Verteilungsfunktion gefunden werden. Anstelle einer funktionalen Form fiir den konformen
Faktor erhiilt man aber nur die Differentialgleichung (5.30) fiir den Fall m20 + 3H # 0. Wie
im Abschnitt 6.3 und am Ende des Abschnitts 6.2 deutlich wird, Iift sie sich kaum fiir eine
Vereinfachung der Feldgleichungen im Sinne von EGS verwenden.
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6. Losungen der Feldgleichungen mit
auBBerem Feld

Nun soll mit Hilfe der im letzten Kapitel gewonnenen Ergebnisse untersucht werden, wie die
Auswertung der Feldgleichungen modifiziert werden mufy, wenn duflere Felder zugelassen sind.
Zwei Punkte sind dabei hervorzuheben. Eine Bewegungsgleichung % = H* fiihrt i.a. zu ande-
ren Beziehungen zwischen den kinematischen GroBen als bei EGS. Die Fille H* = eF%,p® mit
F(@) — ( (elektromagnetisches Feld) und H* = H%(zb) (p® - unabhingiges Feld) wurden bereits
behandelt. In der Argumentation von EGS ist dabei nur der mit u, iiberschobene Term %ua
fiir die Ableitung der Beziehungen relevant. Eine Bewegungsgleichung in der obigen Form mit
H%uq, = 0 impliziert daher die gleichen Ergebnisse wie bei EGS.

Zum anderen ist die Tatsache, daf§ u® ein Ricci-Eigenvektor ist (u®R,u, = 0) i.a. nicht mehr
gegeben, wenn die Feldgleichungen neben dem Energie-Impuls-Tensor der idealen Fliissigkeit
einen weiteren Materieterm enthalten oder die Einsteinschen Feldgleichungen gar nicht mehr
gelten. Diese Eigenschaft ist aber notwendig, um 6 = 0(¢) und so ¢ = (B(z®) + C(t)) ! folgern
zu koénnen, was fiir die Bestimmung der Metrik entscheidend ist.

6.1 Elektromagnetisches Feld

Die Materie-Lagrange-Funktion des elektromagnetischen Feldes lautet (sieche Anhang A.1)

1
Lir=+v—g (—ZFabF‘lb +eAqu”)

woraus 1
TMab — Fachc o Z gachchd ,
Fab;b —enul

resultiert. Aus TM“”;I, = eF%p® folgt die Bewegungsgleichung

Dp*®
Ds

= eF%p’ .

Man kann zeigen (Abschnitt 5.1), dal man ausgehend von dieser Bewegungsgleichung fiir mé # 0
zwar keine Erhaltungsgrofie und so keine funktionale Form fiir die Verteilungsfunktion mehr
finden kann, dafl aber die Bedingungen an die kinematischen Gréflien und die Form der Metrik
bestehen bleiben.

Allerdings ist 4® nun i.a. kein Ricci-Eigenvektor mehr:

U Rofqup = —uCchFd[aub} .

Wenn der Ausdruck verschwinden soll, mufy in mitbewegten Koordinaten wegen u® ~ §f die
Gleichung Fy%Fy, ~ 0° gelten. Ausgedriickt in den Feldern E, und B, des elektrischen bzw.
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6.2 Skalarfeld

magnetischen Feldes ergeben sich so die folgenden Beziehungen, die aber wegen der Unkenntnis
von 1y, keine direkte physikalische Interpretation haben:

q727‘“’EMEV = const.

V2E,Bs —y"*E,B; = 0
V3E,B —y"E,B; = 0
Y E,By —y"E,B; = 0.

Fiir ein elektromagnetisches Strahlungsfeld mit T3,% = A\2k%k® und k& = 0 ist die Gleichung
u® Ry = )\Quakak[buc] = 0 wegen u,u® = —1 sogar nie zu erfiillen.

Selbst wenn man diese Bedingung voraussetzt und somit § = 6(¢) und ¢ = (B(z®) + C(t))~!
erhilt, 148t sich die Argumentation nicht analog zu EGS weiterfithren. Fiir m = 0 resultiert
wegen T, = eF%p® mit der analogen Rechnung von Abschnitt 4.2, die zu Gleichung (4.28)

fiihrte, die Beziehung

Ug — %Hua = _i(lnp),a - iep_lFabpb .
Man kann daher p nicht wie bei EGS durch ¢ ausdriicken.
AuBerdem kann man selbst fiir ¢ = ¢(¢), was im Fall m # 0 immer noch folgen wiirde, nicht
mehr die Form f = f(q(t)*p?) fiir die Verteilungsfunktion und so p = p(t), P = P(t) ableiten.
Dieses ist aber notwendig, um die Feldgleichungen vereinfachen zu kénnen, in Gleichung (4.32)

konnte so K = const. gefolgert werden.

6.2 Skalarfeld
Hier soll ein Skalarfeld der folgenden Gestalt betrachtet werden :
L == (U@) .a009™ ~ V() -

Am Ende dieses Abschnitts wird untersucht, welche Anderungen sich ergeben, wenn V' neben ¢
auch von ¢ , abhingt.
Der Energie-Impuls-Tensor errechnet sich nach den Formeln von Anhang A.1 als

5
Tv™ = ¢(Upepag™—V)+2—(Upcpag™—V)

6gab
= ¢"Upcp—V)—2Up"p"

und die Feldgleichung fiir ¢ als

0 0
0 = —(Upappg™ V) - Upapp g™ —V
95U P ) (8 ’c( oy )>~c
ou -, v
= ——pupt — 5 —2UO
5579 " a5 U Dy
ou .. 10V
& oA =

Op + —— Q0@ — =
P30 0.7 T 20 By
Als Bewegungsgleichung ergibt sich die Geodatengleichung :

o o0U
Ty = (Uppp® —V)* - o0 Pl —2Up %" — 2Up" Op

ou ., OV < 1 oU 1 8V>
— 0 ) _2U Y J v

apt PY T 9,7 209, T 2U By
pr— 0.
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6. Lésungen der Feldgleichungen mit dufSerem Feld

Damit folgen zunéchst einmal dieselben Ergebnisse wie bei EGS. Insbesondere muf} die Rotation
im Fall m # 0 verschwinden, wenn 6 # 0 ist, wihrend # = 0 zu einer stationiren Metrik fiihrt.
Daher soll hier nur der Fall w,, = 0 betrachtet werden, was fiir m = 0 als zuséitzliche Annahme
gesehen werden muf.

Man betrachte nun
u' Ry = —2U0u"p 0 0 iy -

Dieser Ausdruck verschwindet, wenn ¢ ,u® = 0 oder ¢ juy = 0 ist, was im folgenden ange-
nommen werden soll. Aufgrund der Hyperflichenorthogonalitdt kann man neben u® ~ §§ auch
uq ~ 00 wihlen, so daf§ die obigen Bedingungen gleichbedeutend sind mit

@ = (%) oder ¢ =p(t). (6.1)
Damit ist § = 6(¢) und q = (B(z%) + C(t))~!. Fiir m # 0 ergibt sich somit
q=q(t) .
Fiir den Fall m = 0 stellt man zunéchst fest, dafl wegen TM“”;b = 0 auch hier

p= (B +C(1)’

b

folgt. Die Gleichung Gupuu’ = K p + K Targp uu® ist daher dquivalent zu (man vergleiche Ab-

schnitt 4.3)

R(B+0)?—3C¢>—2y"B,,, (B+C)+3y"B,B, = (B + C)* + & Thguu’

N —

1~
& 3F(r) = §R (B + 7')2 —29""B ., (B+ 1)+ 3y"'B B, — k(B + 7')4 — nTMabuaub

mit 7 := C(t) und F(1) := Co2. Wegen (6.1) kann Ti/qp u®u’ nur von ¢ und daher von 7 oder
nur von z% abhingen. Wie bei EGS fiihrt so die Feststellung, dafl die rechte Seite eine Funktion
von 7 sein muf}, zu A = const. und folglich zu q = ¢(#).

Damit hat man die bekannten Resultate ds? = —dt? + a(t)?ydztdz” und f = f(a(t)? p?).
Insbesondere ist p = p(t), P = P(t). -

Wenn man nun die Feldgleichungen auswertet, erhilt man

. .
3 g =5 <p ~Upap® +V + 58P — p+2Up a9 — 4V)>

a 3P +p
- =— — 2
& 3 " K ( 5 V) (6.2)
und
ij + Y (@i + 2 a’) = k(P G U@ = V) =26Up 0, —
pP—
_’iguu(ip + U@,a@’a - 2V)

2
— P
= /ﬁaQ%U,(V + pT) —26Up 0.0 -

Die letzte Gleichung ist dquivalent zu

Ry +vuwK+2cUp 0, =0, (6.3)

_p
K::ad+2a2—m2(v+pT).

40



6.2 Skalarfeld

Gleichung (4.33) aus Abschnitt 4.3 bleibt aber auf jeden Fall bestehen, da sie allein aus der
funktionalen Form der Verteilungsfunktion folgte.
An dieser Stelle mufi man unterscheiden, welche der Bedingungen (6.1) erfiillt sein soll.

¢ = p(t)
In diesem Fall ist auch V' = V (¢) und damit K = K(t), so dal mit der gleichen Begriindung wie
bei EGS

R, +vuwK =0, (6.4)
- P
K := ai + 2a*> — ka*(V + pT) = const.

folgt. Das Ergebnis ist also die Robertson-Walker-Metrik, aber mit einer anderen Zeitentwick-

lung. Mit & := —% = —1,0,1 (nach geeigneter Umskalierung von a) folgt mit (6.2) ndmlich

a2 k K
— 4+ — == V). 6.5
a2+a2 3(,0+ ) (6.5)

¢ = p(z”)
Hier gilt V = V/(2). Durch Ableiten von Gleichung (6.3) nach ¢ erhiilt man auerdem 7, K = 0,
so daf

. - P
K= (ad+2d2)'—2/~ead(V+pT)—na

resultiert. Da in diesem Ausdruck V nur von den Raumkoordinaten abhéingt und alle anderen
Terme nur von ¢, muf} (fiir @ # 0)

V = const.
sein. Als Feldgleichung bleibt
}NBW + YK +26Up 0, =0, (6.6)
—P
K = ai + 26> — ka®(V + pT) = const. (6.7)

mit der Zeitentwicklung von Gleichung (6.5).
Es ergibt sich also nicht die Robertson-Walker-Metrik, die Zeitentwicklung ist fiir V=0 (V =
const. 1) aber wie bei EGS.

Unter den Voraussetzungen ¢ = ¢(t) oder ¢ = p(z®) konnte also eine zu EGS analoge Ar-
gumentation fiir das Skalarfeld durchgefiihrt werden. Wéhrend im ersten Fall die Robertson-
Walker-Metrik resultierte, die durch die Zeitentwicklung (6.5) gekennzeichnet ist, fithrte der
zweite zu der Differentialgleichung (6.6), aus der man keine direkten Schliisse iiber die Metrik
machen konnte. Immerhin konnte man die Metrik aber auch in diesem Fall auf die Form (4.29)
aus Abschnitt 4.3 einschrinken, wobei die Zeitentwicklung durch Gleichung (6.7) gegeben ist.

SchlieBlich soll noch untersucht werden, welche Anderungen sich ergeben, wenn V auch von Pa
abhingt, so dafl die Lagrange-Dichte die Form

La = V=9 (U(©) 009" = V(9,9,))
hat. Zunéchst ergibt sich

TMab — gab(UQO,CQO’C _ V) _9 U(p,ago,b

1 oU o, 1OV 1 [ov
Up+ s Pa? + 5755 =0.

und

2U Op ZUago_ﬁ 0p 4
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6. Lésungen der Feldgleichungen mit dufSerem Feld

Aus der Divergenz des Energie-Impuls-Tensors

a. \a 8U a a a
Tv™y = Uppp® —V)* — 2—890 0t — 22Uy — 2U " Op
= U ey b OV e OV e e <_L3_U p_ LoV

L1 (ov
2U 8(,0,b b

— 8V HONPNI ) _8V
a0y ¥ \ g, "

ergibt sich die Bewegungsgleichung

Dp* .
P.b b

Ds 0p

Wie in Abschnitt 5.2 gezeigt 148t sich iiber den konformen Faktor ¢ bei einer solchen Bewe-
gungsgleichung nur aussagen, daf er im Fall m = m(t) oder ¢ = ¢(z®) der Differentialgleichung

mQ(qQ),a u® +1(t) g u® + 2q2Ha u®* =0

geniigt. Sogar mit den Annahmen ¢ = ¢(t) oder p = ¢(z®), mit denen u® wie oben gezeigt
ein Ricci-Eigenvektor wére, hdtte man damit keine Moglichkeit, weitergehende Aussagen iiber ¢
zu machen. Uber die funktionale Form von H, kénnte man nimlich auch dann keine Aussagen
treffen. Fiir m = 0 folgt auflerdem aus den gleichen Griinden wie beim elektromagnetischen Feld
nicht mehr p = ¢~%, so daB auch dieser Argumentationsweg entfillt.

6.3 Skalarfeld mit Materiekopplung

In diesem Abschnitt soll ein Energie-Impuls-Tensor der Form
T = (1+ T(p)) T} + TS
betrachtet werden, wobei TI‘lb der Energie-Impuls-Tensor der idealen Fliissigkeit und
T§ = g" (U(p) e = V(p) —2U(p) 9"

sein soll. Er folgt aus der Lagrange-Funktion \/—¢ (Uy ,¢** — V'), die schon im vorigen Abschnitt
verwendet wurde.

Aus der Feldgleichung und T4°;, = 0 (siehe voriger Abschnitt) ergibt sich zunéchst
0 = U,Tf+(1+T) T,

Tab _ \Ijl Tab
~ Iib = 1 + ] Qoyb I
mit ¥’ := g—g und somit
Dp* o/

= — T = H*
Ds RAS

Fiir die Auswertung der Bewegungsgleichung spielt nur die mit wu, iiberschobene Form

7 b
oo P (=pu’)
_ v/ .
- 1yul?

H:= H%, =
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6.3 Skalarfeld mit Materiekopplung

eine Rolle. Fiir den Fall ¢ = ¢(z®) verschwindet dieser Ausdruck offensichtlich, und man erhilt
zunéichst die gleichen Ergebnisse wie in EGS.

Wenn ¢ = (t) ist, mufl man sich auf die Ergebnisse von Abschnitt 5.2 beschrianken, die nur fiir
q = q(z%) oder m = m(t) erzielt werden konnten. Da der erste Fall zu einer stationdren Metrik
fithren wiirde, soll von nun an m = m(t) vorausgesetzt werden. Wegen ¢ = ¢(t) ist dieses auch
zumindest nicht unplausibel.

Eine Einschrinkung fiir die Form von ¢ lie sich auBerdem nur fiir m?6 + 3H # 0 in Form der
Differentialgleichung (5.30) gewinnen. Mit u® = ¢! §§ wird diese zu

m(t)Z(qQ),g +1I(t) o= —2Hq? . (6.8)

Um diese Beziehung ausnutzen zu konnen, betrachtet man zunichst die aus der Feldgleichung
folgende Beziehung
u Ryt = —2Uu"0 0 0 plty -

Dieser Ausdruck verschwindet fiir ¢ = p(2%) oder ¢ = ¢(t), so daBl § = 6(t) und ¢ = (B(z®) +
C(t))~! resultiert. Im ersten Fall ist wie bereits erwihnt H = 0, und es folgt wie bei EGS
q = q(t). Fiir den zweiten Fall stellt man fest, dal Gleichung (6.8) dquivalent ist zu

—2m*(B+C) 3Co+2(B+C) *H+1y=0

& 2H+ (Bz®) + C®)* ()0 — 2m(t)2C(t) o = 0. (6.9)

Diese Gleichung 143t sich ohne weitere Kentnisse von H nicht ausnutzen. Die einzige Moglichkeit,
die Argumentation weiterzufithren, und die daher auch getroffen werden soll, scheint daher die
Annahme p = p(t) zu sein, die wegen ¢ = (t) auch H = H(t) impliziert. Aus (6.9) folgt dann
sofort B = const. und somit ¢ = ¢(t). Allerdings ist p = p(t) eine sehr starke Annahme, so daf
die Relevanz des Ergebnisses fiir den Fall ¢ = ¢(t) etwas zweifelhaft erscheint.

Ohne Rechnung sei noch erwéhnt, dafi die Methode, den aus (6.8) folgenden Ausdruck p =
1\1}‘7:}; (—3(B + C)3ly — m%C)) in die mit u®u® iiberschobene Feldgleichung einzusetzen, hier
nicht erfolgreich ist. Man kann im Gegensatz zu der analogen Rechnung in EGS keinen Koeffi-
zientenvergleich in 7 := C(t) mehr durchfithren.

Es gibt sogar noch ein zusitzliches Problem. Fiir die Verteilungsfunktion resultiert hier (fiir
@ = ¢(t)) nach den Ergebnissen von Abschnitt 5.2 f = f(a?E? +1(t)). Wegen Gleichung (5.28)
kann man aber aus a = a(t) (a und ¢ kénnen synonym verwendet werden) nicht analog zu EGS
I = const. — m2a? folgern. Somit ergibt sich zwar auch hier P = P(t), die fiir die Ableitung der
Gleichung (4.33) benutzte Form f = f(a?|p|*) kann aber nicht mehr gerechtfertigt werden.

Die Feldgleichungen lauten hier

3%2—%(1-!—\1/)(3P+p)+/d/, (6.10)
}NBW + YK +26U¢ 0, =0, (6.11)
- P
K :=ai+2a* — ka® <V+(1+\I/) pT) . (6.12)

Man erhilt somit die folgenden Schluflfolgerungen:

® = p(t)

Da in diesem Fall auch V und ¥ Funktionen von ¢ sind, folgt wie bei EGS
Ru +vuwK =0, K=const. . (6.13)

Als Ergebnis folgt also die Robertson-Walker-Metrik mit der Zeitentwicklung von Gleichung
(6.10).
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6. Lésungen der Feldgleichungen mit dufSerem Feld

¢ = p(z”)
Ableiten von (6.11) nach t liefert v,, Ko = 0 und somit K = K(z%). Da aber nicht nur V,

sondern auch ¥ von den Raumkoordinaten abhiingt, kann man hier nicht K = const. folgern.
Die Feldgleichungen lassen sich so nicht vereinfachen.

Wie schon im vorigen Abschnitt mufften hier fiir die Weiterfithrung der Argumentation die
Annahmen ¢ = p(z%) oder ¢ = (t) getroffen werden. Im zweiten Fall ist man dabei auf die
Ergebnisse des Abschnitts 5.2 angewiesen, in dem fiir die Ableitung der Differentialgleichung
(5.30) die Voraussetzung m = m(t) gemacht werden mufite (der Fall ¢ = g(x®) fiihrt zu einer
stationdren Metrik). Auflerdem lief sich die Differentialgleichung (6.9) nur fiir die sehr starke
Annahme p = p(t) ausnutzen, so daf das Resultieren der Robertson-Walker-Metrik fiir den Fall
@ = ¢(t) bei weitem nicht die Relevanz wie in der Arbeit von EGS hat. Fiir ¢ = ¢(z%) mufite
man sich mit den Gleichungen (6.10), (6.11) und (6.12) sowie der Form (4.29) fiir die Metrik
begniigen, was analog zu den Resultaten des letzten Abschnitts ist.

6.4 Brans-Dicke-Theorie

Wie in Anhang A.2 beschrieben, ist die Brans-Dicke-Theorie durch

1 1 1 o1
Gap = b—Tap + wW—5 (0,00 p — 59ab P,c™) + = (0,0 — Gap )
® ® 2 ®
1
Op = T
L

gegeben. Da die Materie-Lagrange-Funktion nicht von ¢ abhingt, bewegt sich die Materie bei
Abwesenheit von dufleren Feldern auf Geodéten, so daB sich in dieser Beziehung keine Anderun-
gen zu EGS ergeben.

Wenn u? ein Eigenvektor von R, sein soll, mufl
a ]' a 1 a ]' a
u” Ryt = wﬁu P,0p,[ple] — ﬁ;u Tapue) + ;u P a;ple =0

gelten. Zumindest fiir das Verschwinden des letzten Terms gibt es keinen einleuchtenden physi-
kalischen Grund. Selbst wenn u® tatsichlich ein Ricci-Eigenvektor ist, was man als zusétzliche
Annahme hinzunehmen miifite, kann man sich leicht iiberlegen, dafl es wegen der komplizierten
Feldgleichungen weder moglich ist, im Fall m = 0 auf ¢ = ¢(t) zu schlieflen, noch eine eindeutige
Metrik zu finden, wenn man G = —dt* + a(t)? v, dz#dz" vorgibt.

Die Argumentation von EGS 148t sich also in der Brans-Dicke-Theorie nicht durchfiihren.
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Teil 1l

Die Zeitentwicklung der
axialsymmetrischen Bianchi | - Metrik






Einleitung

In diesem Teil soll die Zeitentwicklung einer speziellen Metrik untersucht werden, ndmlich der in
Kapitel 7 beschriebenen axialsymmetrischen Bianchi I - Metrik. Sie ist rdumlich homogen, aber
nicht isotrop, und stellt eine der einfachsten Verallgemeinerungen der Robertson-Walker-Metrik
dar. Als Materie wird ein Teilchen-Gas betrachtet, das durch eine Verteilungsfunktion beschrie-
ben wird, die anfangs isotrop ist und sich dann geméif der Liouville-Gleichung entwickelt. Die
Teilchen kénnen dabei Fermionen oder Bosonen mit verschwindender oder nichtverschwindender
Ruhemasse sein. Das Gas soll aber nicht aus verschiedenen Teilchensorten bestehen.

Das Hauptanwendungsgebiet dieser Uberlegungen ist die Kosmologie. Im frithen Universum
befanden sich ndmlich wie in Abschnitt 3.3 beschrieben viele Teilchen zunéichst im thermody-
namischen Gleichgewicht mit den anderen Teilchen und waren so durch eine isotrope Vertei-
lungsfunktion gekennzeichnet. Dann koppelten sie vom Rest der Materie ab, um sich von da an
kollisionsfrei zu entwickeln.

Die Form des Energie-Impuls-Tensors soll dabei nicht, wie sonst iiblich, aus allgemeinen Uberle-
gungen oder Einfachheits-Annahmen folgen, sondern mit Hilfe der Kinetischen Theorie so weit
wie moglich aus den Symmetrieeigenschaften der Metrik abgeleitet werden. Wiahrend im ersten
Teil dieser Arbeit eine bestimmte Form fiir die Verteilungsfunktion vorausgesetzt und die damit
vertriglichen Metriken gesucht wurden, wihlt man hier also eine bestimmte Metrik aus und ver-
sucht, {iber die Verteilungsfunktion die Form des Energie-Impuls-Tensors abzuleiten und die so
entstehenden Feldgleichungen zu 16sen. Auf diese Weise erhilt man ein selbstkonsistentes Bild,
das durch die Losungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen spezifiziert ist.

Trotz dieser inneren Geschlossenheit hat dieser Zugang mit gewissen Problemen zu kiimpfen. Fiir
die vollstéindige Bestimmung des Energie-Impuls-Tensors miissen hier z.B. die obigen Annahmen
iiber die Charakteristika der Materie gemacht werden. Viel schwerer wiegt das Problem, daf} die
Berechnung des Energie-Impuls-Tensors in den meisten Féallen nicht analytisch durchfithrbar ist
oder zu einem sehr komplizierten Ausdruck fithrt (siehe z.B. [29]). Eine analytische Losung der
Feldgleichungen ist damit praktisch unméglich.

Gerade fiir mogliche Anwendungen in der Kosmologie hat dieser Zugang aber mehr Bedeutung
verdient, als ihm iiblicherweise in der Literatur zukommt. Zum einen sind hier nidmlich gera-
de einfache und hochsymmetrische Metriken interessant. Auflerdem ist die Wahl des Energie-
Impuls-Tensors, die fiir das Aufstellen und Losen der Feldgleichungen getroffen werden mu$,
normalerweise sehr willkiirlich und nicht in Ubereinstimmung mit der Kinetischen Theorie. Von
einer allgemeinrelativistischen Thermodynamik kann man zudem kaum eine Hilfe erwarten. Die-
se Theorie hat mit grofen grundsétzlichen Problemen zu kimpfen und hat noch keine endgiiltige
Form gefunden, die allgemein anerkannt wére (z.B. [25]). Das liegt vor allem an dem phinome-
nologischen Charakter der Thermodynamik, der mit unserem mangelhaften Wissen iiber globale
Materieeigenschaften und den in Abschnitt 3.1 angesprochenen erkenntnistheoretischen Proble-
men der Kosmologie nicht vertréglich ist.

Die Motivation fiir die Untersuchung von anisotropen oder auch inhomogenen Metriken in der
Kosmologie entspringt zumindest aus drei Uberlegungen. Zunichst stellen sie eine Verallge-
meinerung der Robertson-Walker-Metrik dar und kénnen moglicherweise zu einem ebenso kon-
sistenten Bild fithren wie das Kosmologische Standardmodell. Einige Probleme (z.B. die der
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Strukturbildung) kénnten durch eine andere Metrik sogar besser gelost werden. Auflerdem ist
unser Universum mit seinen Sternen und Galaxien natiirlich nicht exakt isotrop und homogen,
so daf} die Robertson-Walker-Metrik nur als Ndherung gesehen werden kann. Schliefllich kénnte
es moglich sein, daf} der heutige Zustand des Universums fiir eine ganze Klasse von Metriken
resultiert (oder gar fiir alle). Dieser letzte sehr radikale Standpunkt, der viele grundsétzliche Pro-
bleme der Kosmologie beriihrt und sie bis heute beeinflufit, wurde zum ersten Mal von C.Misner
zur Diskussion gestellt [24]. In seiner Arbeit versuchte er, mit Hilfe der Kinetischen Theorie zu
zeigen, daf} die heute beobachtete minimale Temperaturanisotropie (siehe Abschnitt 3.3) auch
dann resultiert, wenn man eine Bianchi I - Metrik zugrunde legt, die zu frithen Zeiten eine belie-
big grofle Anisotropie besaf}. Den physikalischen Mechanismus dafiir glaubte er in der Wirkung
des anisotropen Drucks der kollisionsfreien Neutrinos nach der Abkopplung und vor allem in
der Viskositit der Neutrinos wihrend des Vorgangs der Abkopplung gefunden zu haben. Die
Wirkung des zweiten Effekts, der aus Ndherungslésungen der Boltzmann-Gleichung abgeleitet
wurde, ist aber in den darauffolgenden Jahren kontrovers diskutiert und sehr relativiert worden
([22], [23], [33], [5], [34], [6], [20]).

Wihrend dieser Effekt hier nicht diskutiert werden soll, gab seine Untersuchung der kollisions-
freien Neutrinos fiir die Bianchi I - Metrik die Anregung zu dieser Arbeit. Neben der grundsétzli-
chen Problemstellung stammen die hier vorgefiihrte Ableitung der funktionalen Form der Vertei-
lungsfunktion, die Bestimmung der Temperatur und die Niherungslésungen von ihm. Uber die
Niherungslosungen hinausgehende Aussagen iiber den Zeitverlauf der Metrikfunktionen konnte
er aber kaum machen. Das Ergebnis der in Kapitel 8 durchgefiihrten Berechnung des Energie-
Impuls-Tensors im Fall der axialsymmetrischen Bianchi I - Metrik wurde zuerst von Stewart
[33] vorgestellt'. Eine Diskussion der Lésungen der Einstein-Liouville-Gleichungen hat aber auch
er nicht geliefert. Aulerdem behandelt er nur den Fall, dafi die Neutrinos eine verschwinden-
de Ruhemasse haben?. Uber die in diesem Rahmen resultierenden Losungen der Brans-Dicke-
Feldgleichungen, die in Kapitel 10 diskutiert werden, scheint es noch gar keine Literatur zu geben.
Selbst iiber die Losungen der Robertson-Walker-Metrik mit Materie in Form von Strahlung gibt
es in jiingster Zeit noch Veréffentlichungen (z.B. [39]).

Gerade die Zeitentwicklung der Bianchi I - Metrik ist fiir die verschiedensten Energie-Impuls-
Tensoren untersucht worden. Hier sei nur auf [17], [31], [12] verwiesen, in denen auch viele
Literaturangaben stehen. Fiir diese Arbeit stellen sie aber keine Hilfe dar, i.a. ergeben sich
vollig andere Zeitverliufe.

Das Vorgehen in diesem Teil der Arbeit 148t sich wie folgt skizzieren:

In Kapitel 7 wird zunichst die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik mitsamt ihren Kriimmungs-
grofen und kinematischen Eigenschaften vorgestellt.

Die Kinetische Theorie kommt in Kapitel 8 bei der Bestimmung der Materieeigenschaften zum
Tragen. Als Erstes wird hier die Form der Verteilungsfunktion aus der Forderung bestimmt, daf}
sie Losung der Liouville-Gleichung und gleichzeitig mit den Symmetrien der Metrik ,, vertréiglich®
sein soll (n#heres dort und in Anhang A.3). Die dort gefundene Form fithrt dann zu einem
Ausdruck fiir die Temperatur des Teilchengases (Abschnitt 8.2). Ein zentraler Punkt ist die
Berechnung des Energie-Impuls-Tensors aus der Verteilungsfunktion in Abschnitt 8.3. Seine
physikalischen Eigenschaften werden anschlieflend vorgestellt.

Inhalt des Kapitels 9 sind die Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen. Nach der Formulie-
rung der Feldgleichungen werden in Abschnitt 9.2 Niherungslosungen fiir kleine Anisotropien
vorgestellt, die fiir die Diskussion der Lésungen sehr hilfreich sind. Anschlielend werden die Pro-
bleme erortert, die bei der Losung der Feldgleichungen ausgehend von einem Anfangszustand
auftreten. In Abschnitt 9.4 wird das numerische Verfahren beziiglich seiner Konsistenz und der

! Auch im Fall der Bianchi T - Metrik 148t sich die Berechnung analytisch durchfiihren [15], dabei treten aber
elliptische Integrale auf.
’Die Frage, ob Neutrinos eine kleine nichtverschwindende Ruhemasse haben, ist bis heute ungeklirt.
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auftretenden (Rundungs-) Fehler gepriift. Die Ergebnisse der numerischen Simulation werden
dann in den Abschnitten 9.5 und 9.6 fiir m = 0 bzw. m # 0 graphisch dargestellt und diskutiert.
Der Aufbau des Kapitels 10, in dem Losungen der Brans-Dicke-Feldgleichungen untersucht
werden, ist ganz analog. In Abschnitt 10.2 werden zusitzlich die exakten Losungen fiir die
Robertson-Walker-Metrik mit den Materieformen Staub und Strahlung vorgestellt. Die Resul-
tate der numerischen Simulation sind Inhalt der Abschnitte 10.6 und 10.7. Am Ende des Ab-
schnitts 10.7 findet sich auflerdem eine kurze Zusammenfassung der Losungen des Einstein- und
des Brans-Dicke-Systems.
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7. Die Metrik

7.1 Die axialsymmetrische Bianchi | - Metrik
Die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik hat die Form
ds® = —dt* + A(t)%*dz® + B(t)* (dy* + dz?) .

Sie ist rdumlich homogen, aber nicht isotrop. Der Name leitet sich aus der (in Abschnitt 1.3
angesprochenen) Klassifizierung der rdumlich homogenen Metriken mit drei Killing-Vektoren
in neun sogen. Bianchi-Typen I bis IX ab. Die Bianchi I - Metrik hat dabei die Form ds? =
—dt?+ A(t)?dz?+ B(t)2dy?+ C(t)2dz?. Im Grunde gehért die obige Metrik mit ihren vier Killing-
Vektoren (siehe unten) also nicht zu den Bianchi-Modellen, die Bezeichnung ist aber iiblich und
kann hier nicht zu Verwechslungen fiihren.

Zu der Metrik gehoren vier Killing-Vektoren, ndmlich

5?1) =47, 5?2) =03, 5?3) = 05

und
§y =203 —ydy .

Dieses kann man leicht nachrechnen oder [28] entnehmen. Die ersten drei korrespondieren mit der
Homogenitét der raumartigen Hyperflichen ¢t = const., wihrend der vierte die Axialsymmetrie
repréasentiert. Die einzigen nicht verschwindenden Strukturkonstanten sind offensichtlich

K5’4=—1 ) Ki’2=1
Ky, =1 , Ki=-1.

Gerade bei der Berechnung des Energie-Impuls-Tensors und der Formulierung der Feldgleichun-
gen wird es spiter duflerst niitzlich sein, die Metrikfunktion A(¢) durch

_ B()
U=

zu ersetzen. Die untenstehenden leicht zu berechnenden Komponenten des Ricci- und Einstein-
Tensors werden daher auch durch B und k ausgedriickt.

Die zur Metrik gehorenden nichtverschwindenden Christoffel-Symbole ergeben sich als (der
Strich soll dabei die Ableitung nach t bezeichnen):

A B K B’

F(IHZZ:E—E ; F32:Fg3:§
B> B' ¥

F(fl:AA’zﬁ(E_z) , T9,=T1%=BB.
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Die Komponenten des Ricci-Tensors lauten

BII BI k, le k”

0 P —_ _— _

Ry = 3 5 2B A +2k2 ’
BII B12 Bl kl kl2 k”
Rl = — 422 4=~ 4o
LT B TR T BE TR TR
BII BIQ Bl k,

2 3

= == —_— 2— S —
= F B B BE

und die des Einstein-Tensors

B12 Blk,
0
= _3—__ 497"
Gy ?)B2 + B
B// B/2
Gl = 25—
BII BIZ Bl kl le k”
2 _ 3
Go=0Gs = 2~ 3y 2ty

Um die Expansion und die Anisotropie unabhéingig voneinander beschreiben zu konnen, ist es
fiir viele Zwecke sinnvoll, die Metrik in der in [24] eingefiihrten Form

ds® = —dt* + 2**Pw drtda” |

1
B =3 B (=2 8,0, + 6.0, + 6565)
mit
1

a = 3In(AB*) =In(B ko 3)

B
8 = lnzzlnk

zu schreiben. Die Grofien wurden dabei gerade so gewahlt, dafi 8 den spurfreien Anteil der Metrik
beschreibt (5*, = 0) und « den spurbehafteten. Wie man im néchsten Abschnitt sehen wird,
haben die zeitlichen Ableitungen von a und 8 dadurch eine direkte physikalische Bedeutung.

7.2 Kinematische Eigenschaften der Metrik

Um die kinematischen Eigenschaften einer Metrik zu beschreiben, mufl man die kovariante Ab-
leitung u,., eines Vektorfeldes u® untersuchen, das die Weltlinien der Teilchen generiert. Die
invariante Zerlegung von u,; in physikalisch interpretierbare Groflen wurde in Abschnitt 4.2
vorgefiihrt. Da sich u® immer auf die Form u® = 6¢ u° mit beliebigen u® = const. transformie-
ren laft, kann man fiir die axialsymmetrische Bianchi-I-Metrik (wegen go, = 0 und gop = —1)
ug = 60 wihlen. Ein solches Vektorfeld ist hyperflichennormal, es steht senkrecht zu den Hy-
perflichen t = const. :

Wap = hghgu[c,d}
= 0.
Es ist hier zudem noch geodétisch:
Ug = ua;bub = -T19%
= 0.
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7. Die Metrik

Die Expansion und die Scherung verschwinden aber nicht, man erhélt

0 = u'%=Tg
A B’

= 12—

A + B

B" K

- 3= -
Bk

fir die Expansion und

. 1 1
Oah = U(gp) T UgUp) — gehab = ng - §0hab

2Bk 1 oK
== —gﬁz (5;6; + §B2E (6262 + 6262)
und somit L
of = 37 (=2 8984 + 6567 + 0567)
fiir die Scherung. Als Scherungsskalar ergibt sich
1 1 k"
2. b —
o° = 50“ Oab =377 -

Die Metrikfunktionen o und 8 stehen mit diesen Grofien durch

0 = 3d
1
2 )
o° = 3B .

in Verbindung. Die Ableitung von « beschreibt also die Expansion, wihrend die von § ein Mafl
fiir die Scherung ist.

Wegen der Anisotropie sind fiir die Beschreibung der Bianchi I - Metrik entsprechend den drei
unabhéngigen Raumrichtungen drei Hubbleparameter H,, notig, wobei hier natiirlich Ho = H3
ist. Fiir diese Groflen gilt

A B K
H = —_—= — — —
! A~ B k
Bl
H2=H3 = E

Der mittlere Hubbleparameter ist durch

1
H:Zg(Hl—l-HQ—i-Hg,).

gegeben. Mit diesen Groflen kann man ein niitzliches Maf fiir die Anisotropie definieren, ndmlich
den in [12] definierten Anisotropieparameter

1 (H, — H)?
Vo= z_: H?
n=1
B A, A B’
— 92 A2 902
(-3 (g +25)
le BI k,
= 2— (3= — —) 2.
k2 ( B k)
Die physikalische Interpretation des Anisotropieparameters wird deutlich, wenn man ihn als
28
9 o2 02

schreibt. Offensichtlich beschreibt ¢ die Grofie der Scherung relativ zur Expansion.
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8. Die Materie

8.1 Losung der Liouville-Gleichung

Wie in Abschnitt 1.3 angesprochen sind die Gréfien y4 := E?A) pe Erhaltungsgrofien. Fiir die hier
vorliegenden Killing-Vektoren sind dies insbesondere p1, p2 und p3. Nach den Ergebnissen von
Anhang A.3 ist nun

f=f,y2,93,y4)

eine Losung der Liouville-Gleichung und gleichzeitig unter den Raumzeitsymmetrien invariant,
wenn
of

— KYyc=0 firB=1,234
ayA AByC

mit den Strukturkonstanten aus dem letzten Kapitel gilt. Die resultierenden nichttrivialen Glei-
chungen lauten

of
—_— =0
8y4y3
of _
o T
of of
8y2y3 8y3y2

Fiir f ergibt sich daher

f = fly,y’+ys)
= f(p1,p22+p32)-

Um einen expliziten Ausdruck fiir f angeben zu kénnen, mufl man noch gewisse Annahmen
machen, die nicht aus dem vorliegenden Rahmen folgen. Dieses ist der Punkt, an dem man sich
entscheiden muf}, fiir welches physikalisches Modell man sich interessiert und welche Annahmen
darin getroffen werden konnen.

Hier soll ein Teilchengas aus Fermionen oder Bosonen betrachtet werden, das sich im frithen
Universum nach der Abkopplung aus dem thermodynamischen Gleichgewicht (siehe Abschnitt
3.3) frei und kollisionsfrei entwickelte. Direkt vor der Abkopplung kann man eine isotrope Ver-
teilungsfunktion in der bekannten Form (z.B. [7])

o h 1
—(2m)3 eFo/To £ 1
voraussetzen, wobei das ,,+“ fiir Fermionen und das ,,—* fiir Bosonen steht. Dabei bezeichnet

Ey die Energie und Ty die Temperatur der Teilchen zum Zeitpunkt #y, h steht fiir die Anzahl
der inneren Freiheitsgrade. Durch eine immer mogliche Koordinatentransformation kann man
auflerdem

A(to) = B(to) = 1
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wihlen (die Metrikfunktionen haben keine direkte physikalische Bedeutung). Daher resultiert

wegen E = /m? + g"p,p, die Form

flp) = i !

(271')3 e\/m2+p2/T0 +1 ’

P i=pi® + 2?4+ ps?.

Da nun aber pq, ps und p3 Erhaltungsgréfien sind, 148t sich der Energie-Impuls-Tensor auch fiir
spitere Zeiten, in denen die Metrik (fiir den Fall &'(¢9) # 0) nicht mehr isotrop ist, aus dieser
Verteilungsfunktion gewinnen. Dieses wird in Abschnitt8.3 durchgefiihrt.

8.2 Die Temperatur

Bevor die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors aus dieser Verteilungsfunktion in Angriff ge-
nommen wird, soll zunéchst untersucht werden, welchen Ausdruck man fiir die Temperatur der
Teilchen erhélt. Wegen der Anisotropie der Metrik hingt sie von der Raumrichtung ab, beziiglich
der sie gemessen wird. Die Ergebnisse dieses Kapitels gehen zwar nicht in die Aufstellung und
Losung der Feldgleichungen ein, fiir die physikalische Interpretation der Losungen sind sie aber
unverzichtbar. Die Ableitung fiir den Fall m = 0 stammt dabei aus [24].

8.2.1 Die Temperatur filr m =0

Um einen Ausdruck fiir die physikalische Temperatur der Teilchen zu bekommen, kann man die
im letzten Abschnitt begriindete Form fiir f mit der physikalischen Verteilungsfunktion

o 1
Ph ™ 2m)3 BT 11

vergleichen. Dabei ist E = |p°| die Energie der Teilchen und 7' die gesuchte Temperatur. Offen-
sichtlich muf} im Fall einer Ubereinstimmung

p _ P°

Ty T
sein. Diese Beziehung soll nun ausgenutzt werden.

Zunichst 148t sich T% schreiben als

p _
T = (To) " \/p12 + p2? + p3?
0
= (Tp)™" \VP'p, pi=(p1,p2,p3) -

Man kann nun durch

mit

B! kié

einen neuen Dreiervektor einfithren. Er hat den Betrag [p°|,

lg| = \/14721012 + B 2py?2 + B 2p3?
= V9"pupv

= %,
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8.2 Die Temperatur

und 148t sich somit als

a=1"|n, Inj=1
schreiben. Damit gilt
1
£ — (Tg)fl (gt (Hfl)t I_Iflg)2
To
ki
= (T0)" (|p°|n' k™5 B k3 [’ )%
k3
ki
= (T k3B~ (! k3 n)* .
k3
Da dieser Ausdruck gleich |”Tj sein soll, folgt
T(n) = Tc N(n)
mit der ,,Zentraltemperatur*
Te := TyB k3
= TU (& @
und .
k3
N(n) := (n* k3 n)"7, |nf=1
k3

Die Zentraltemperatur 1483t sich als die mittlere Temperatur der Teilchen interpretieren und wird
in dieser Arbeit oft auftauchen.
Der Term N (n) spezifiziert die Abhéingigkeit von der Raumrichtung. Driickt man n in Kugelko-
ordinaten aus, d.h.

n = (cosf,sinf cos p,sinf singp) ,

erhalt man

N(9) = k%(cos2 0 + k% sin’ 0)_% .

In Abschnitt 8.3 wird deutlich werden, daf} sich eine nichtverschwindende Masse nur fiir m 2 Tc
in dem Energie-Impuls-Tensor niederschligt. Da e® und somit T im Laufe der Zeit kleiner wird,
macht sich die Masse daher nur fiir grofle Zeiten bemerkbar.

Da der Energie-Tmpuls-Tensor im Ubergangsbereich m ~ T¢ eine sehr komplizierte Form hat,
ist man daher neben dem Fall m = 0 an dem Grenzfall m > T interessiert.

8.2.2 Die Temperatur fiir m > T

Da es fiir m # 0 keine exakte Form fiir die Verteilungsfunktion f gibt, die Losung der Liouville-
Gleichung wire, kann man hier nicht so vorgehen wie im Fall m = 0. Stattdessen soll hier die aus
der Friedmann-L&sung bekanntge Beziehung T ~ e~2® angenommen werden. Zu dieser Relation
fithrt auch die Annahme p ~ T2, da man fiir die Energiedichte p in Abschnitt 8.3 den Ausdruck
p ~ €739 fiir m > T¢ erhilt. Daher soll hier der Ansatz

T"(n) = K(n, 8) e

gemacht werden, wobei der Index M den hier betrachteten Grenzfall anzeigen soll. Um K (n, 3)
zu bestimmen, mufl man noch eine zusétzliche Annahme treffen. Diese soll darin bestehen, daf}
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8. Die Materie

T(n) und T"(n) iibereinstimmen, wenn T = m und somit e* = % ist. Diese Annahme ist
allerdings etwas willkiirlich, da T'(n) und T™(n) eigentlich nur fiir m < Te bzw. m > T einen
korrekten Ausdruck fiir die Temperatur darstellen und im Ubergangsbereich gar nicht definiert
sind. Damit gilt

Kw.f) gty = mN(w
2
o Kmp) = 2 nw).

Es resultiert also

mit

8.2.3 Die Temperatur-Anisotropie

Wie oben gezeigt wurde, ist die Temperatur von der Raumrichtung 6 abhingig, beziiglich der
sie gemessen wird. Die Abhéngigkeit ist dabei fiir m = 0 die gleiche wie fiir m > T¢.

Die zu den drei Raumrichtungen gehérenden Temperaturen lauten (7" und T konnen dabei
auch fiir 7" und T} stehen)

TN = (920) =T¢ k3
T, = (9:%) To k3
T3 = (9:7'(') T2

Als Ma8 fiir die Temperatur-Anisotropie bietet sich die folgende Definition an [24]:

1
D(InT) := ((mT1 InT5)% + (InTp — InT3)2 + (In T3 — InTy)2)2

\/7|1n k'TQ 1nT2|
\/j|lnk| .
3

D(InT) = \/g k=1 +O((k — 1)?) .

Dabei gilt offensichtlich

Das Anisotropiemaf}

M

(Ty — To)? + (Th — T3)? + (T3 — T1)?)"
T+ T+ T3

ApeT =

B |k — 1]
= V65 k+2

fithrt fiir £ =~ 1 auf die gleiche Form. Allerdings ist A7 nach oben und unten beschrinkt und
daher kein praktisches Maf fiir grofle Anisotropien.
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8.3 Der Energie-Impuls-Tensor T

8.3 Der Energie-lImpuls-Tensor 7%

8.3.1 Berechnung von 7%

Der Energie-Impuls-Tensor ist gegeben durch T* = [ p®p®f(z,p) 7, mit der in Abschnitt 8.1

begriindeten Form
h 1

(271')3 e\/p2+m2/T0 41 ’
p = /p2 +p2? +ps?

fiir die Verteilungsfunktion. Mit p; = pcos 6, ps = psinfsin @, pg = psin @ cos ¢ erhilt man mit
der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Form fiir mp,

f(z%p") = f(p) =

1 P’ .
Tm = (—g) 72 dp sin@df dy .

\/ M2+ g pupy

Diese Form des Volumenelements erweist sich fiir die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors
als die sinnvollste. Es gilt daher

2
al 71 a p .
T = ()} [ 0) dp sin 0 dj dip . (8.1)
m* + g"pupy

Fiir die (0,0)-Komponente erhélt man somit

_1 v 1 .
T = (—g)7> /(m2 + 9" pupy)? f(p)p® dp sin6df dy
= (AB*»)™! /(A_Qp2 cos® 0 + B™?p? sin® 0 + mQ)% f(p) p? dp sin@df dy
= kB /(k2p2 cos2 0 + p®sin? O + m2B2)? f(p) p2dp sinf d6 dy

4 [T o B : 2 .2 2 m*B? 1 3
= kB / d(p/ dp/ df sin @ (k” cos” 6 + (1 — cos™0) + ——)% f(p) p° .
0 0 0 p

Mit der Substitution v = cos 6 resultiert

00 -1 m2BZ 2
70 = 27rkB*4/ dp f(p)p3/ (—du) | (K* = 1)u®+ 1+ —
0 1
oo 1
= 27rkB_4k/ dp f(p)p3/ du (aQiUQ)%
0 —1

mit den Abkiirzungen

I
Il
=

no
|
=

Das ,,+“ steht in dem letzten Ausdruck fiir £ > 1 und das ,,—* fiir & < 1. Der Fall k = 1 ergibt
sich spéter aus einer Grenzwertbetrachtung und wird hier daher nicht gesondert untersucht.
Die Integration iiber u ist elementar und liefert

T% =27 kB~*k /Oodp f(p)p? <\/W+ a? { arsinh } (l)> ,
0

arcsin a
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wobei die geschweifte Klammer wieder die Fallunterscheidung k& > 1 (arsinh) bzw. k < 1 (arcsin)
symbolisiert. Substituiert man schliellich noch p durch p T}, erhilt man mit

v ™
=T
das Endresultat fiir 7°°:
h -
700 — o) (To)*B™k (kI + k' 1) (8.2)
v
mit
o p2(p2 + M2B2 1
Iy = / r M) (8.3)
0 e\/mi 1
. ©p(p?+M?B?) [ arsinh | /; , 952y 1
L= /0 Py, | arcsin (ke (* + M*B%) %) dp. (8:4)

Zu beachten ist hier, daf} die Fallunterscheidung bei der Verteilungsfunktion (wie in Abschnitt
8.1) spezifiziert, ob Bosonen oder Fermionen beschrieben werden und von der anderen Fallun-
terscheidung unabhéngig ist.

Mit der Substitution u = kp (p® + MQB2)_% 148t sich I; auch als

u (152 —u?)73 { arsinh u } du

. k
I =k*M*B* / _
0 e\/M2p2u2(k2,u2)71+M2i 1

arcsin u

schreiben. Diese Form erweist sich aber fiir Rechnungen und fiir die Implementation auf dem
Computer als weniger niitzlich.

Die Berechnung von T} liuft analog und wird daher nicht im Einzelnen vorgefiihrt:

1 y 1 .
T = (-9 2/911;012 (m? + g* PuPv) 2 f(p) p® dp sinfdf dy

. 00 1
27 k3B_4k/ dp f(p) p3/ duu®(a® £ u2)_% .
0 -1

Auch diese Integration iiber u ist elementar und liefert

h k3 -
T = — (T))'B~*—— (kI, — k7 'I) . :
| 47T2( 0) k2—1( 0 1) (8.5)
Fiir 7% ergibt sich schlielich
1 " 1 .
Ty = (—g) 2 /922;022 (m? + g* Pubv) 2 f(p) p* dp sin@db dy

= nkB~ Yk /Oodp f(p) p? /1 du (1 —u?) (a® :|:u2)7% .
0 -1

Fiihrt man die u-Integration aus, erhilt man

h

2
Lh=3n

(Tp)*B~* (kI — k~'I5) (8.6)

1— k2

mit

M

I /°° p (p?(2k? — 1) + M2B?) { arsinh
9 1=
0

7. 2 2 2\ —:
T arcsin } (ke (7 + M*B%) %) dp. (8.7)
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8.3 Der Energie-Impuls-Tensor T
Mit der Substitution u = kp (p* + M2B2)"% hat I, die Form

~ k E2 _42)-3 2 .
I, = k4M4B4/ u ( u®) ‘ { (11 -I-22u2) arsur'lhu } du.
0 oVMPp2(R2—u?)—T4m? 4 1 | (1 —2u?) arcsin u

die aber wie der analoge Ausdruck fiir I; weniger niitzlich ist.
Aus der Symmetrie der Metrik folgt auBerdem T = T5.

Fiir die Spur des Energie-Impuls-Tensors gilt

T, = Ty+T! +2T%
h 4t =y K3 k 1 k
= 42(T0)B k(—k[g—k Il+k2—110_k2—1k Il-l—l_—k2[0—
1 ~
- kI
k2 —1 2)
h e
= SM)'B = (-2 [+ ) .
Aus der Definition von Iy und I, folgt
« _ b 4ot kk=! [ 2(1 — k>)M?B?p [ arsinh 9 252\ 1
T = 47r( b)'B” k2 —1 VPP M | arcsin (kp(p +MB)Z)dp
ho o 2p—2,7-1
= ———m”(Ty)°B .
27T2m ( 0) kk
o D arsinh 252y L
/0 eVP2HM? | {arcsin}(k (v + M*B%)” 2) dp - (8.8)

Wenn man T¢ in Kelvin angibt, haben die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors die Einheit
K*, die wegen G = ¢ = kp = 1 der Einheit s? entspricht. Da aber z.B. p = T die Interpretation
einer Energiedichte mit der Einheit g cm ™ hat, miifite eigentlich s~2 resultieren. Der Grund
dafiir liegt in der Unterdriickung von % bei der Definition des Energie-Impuls-Tensors (siehe
Abschnitt 2.2). Der in der Implementation tatséchlich auftretende Zahlenwert von #(Tg)ll
fiir Ty = 10'° K ist daher (wenn man die Naturkonstanten in Standardeinheiten ausdriickt)
=100 G kp'c™PhT & 2.156 - 107 s 72,

SchlieBlich sei noch die Form von T fiir k ~ 1 angegeben:

2 M2B2l 4.2 1 A2 B2
P+ ) (1+L(kz—1)+(’)((k;—l)2) dp

h o0 p?
™ = — (T4 43—/
27r2( 0) 0 NPEM | | p2 + M2B2

+M2B2)—% ép2+M2B2
T = )iB- / (p 1+33% "= = (k-1 +0®(k-1)2) ) d
1 e\/lTj:l p2+M2B2( ) ( )) p
h L (p®+ M?B%) 3 ip? + M?B?
- " (n)B / 143 TRy L o((k—1)2) | d
2 6 6'/p2+ +1 p2+M2B2 ( ) (( ) ) D
sowie
h p +M2B2)—% 2p2+M2B2
7o, — — (1) M2B~ / 143 E—1) + O((k=1)%) ) dp.

Die elementare, aber ziemlich langwierige Entwicklung der auftretenden Terme und Funktionen,
die zu diesen Ausdriicken fiihrt, soll hier nicht vorgefiihrt werden, zumal die Niherungsformeln
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8. Die Materie

fiir diese Arbeit nur eine sehr untergeordnete Rolle spielen. Sie werden fiir die Implementation
des numerischen Verfahrens verwendet, wenn k ~ 1 ist (genauer: im Intervall [1—10~7,14+1077]).
Dieser Fall tritt aber abgesehen vom Zeitpunkt ¢ = ¢y praktisch nie ein (siehe auch die Bemerkung
am Ende von Abschnitt 9.4). Fiir die im néchsten Kapitel diskutierte physikalische Bedeutung
von T haben sie keine Anwendung.

Gerade fiir die physikalische Interpretation des Energie-Impuls-Tensors ist seine Form fiir die
Fille m = 0 und m > T interessant, so dafl diese nun untersucht werden sollen.

8.3.2 T fiir m =0

Fiir m = 0 wird das Integral Iy zu

mit
fiir f ~ (e?/T0 4 1)~ (Fermionen)
fir f ~ (e?/T —1)="  (Bosonen)

= 00|~

-

Fiir I; und I, ergeben sich wegen arsinhv/k? — 1 = arcosh k£ und arcsin v'1 — k2 = arccos k die
Resultate

[ 71'_4 arcosh k
L = 775 Y arccos k

4
_ T o2 arcosh k
L = 715 (2k 1){ arccos k } )

Die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors lauten somit

TO = AAT (T)AB Ak (k+ K(k))

T} = A2 (T)'B~ = (k— K (k) (8.9)
T} =T) = A4 (L) B~ tEn (k+ (1 - 262K (k)
mit
K0 = | et | 10

Fiir spitere Rechnungen sind noch die leicht nachrechenbaren Formeln

dK 11— kK

e (8:11)

und

K:1—%(k—1)+%(k—1)2+0((k—1)3) (8.12)

niitzlich.
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8.3.3 T fiir m > T

Der Grenzfall m > T¢ ist gleichbedeutend mit M B > k5. AuBerdem sollen in diesem Abschnitt
die Félle £ < 1 und k£ > 1 ausgeschlossen werden, was aber nicht unbedingt £ ~ 1 impliziert.
Daher sollen Terme, die % oder ﬁ in hoherer Ordnung enthalten, vernachliissigt werden.

Der Einfachheit halber werden dabei O(%) und O(%) durch O(575) ersetzt. Im Gegensatz
zum Fall m = 0 erhilt man also nur eine Niherungsform fiir 7%, die aber fiir die physikalische
Interpretation von 7% (nicht fiir die numerische Losung der Feldgleichungen) wichtig ist.

Mit der Abkiirzung
P2

J(p) = ——
(p) v

gilt zunichst

T :/J ) (0° + M?B%k2)5 dp
k2 p4
Fiir die Berechnung von I; und I» erhilt man wegen

a1 _ 1 p2 p4
kp M2B?)y 5 =P (122 _ Lo L _
(" + )2 =kyrp sweee O Gapt)

und arsinh z = z — (2® + O(z%), arcsinz = z + $2% + O(z") das Zwischenresultat

arsinh 2501y 7 P _1 p* _1~ 2 _ Lg
{arcsin}(k (v° +M*B%) ) = kMB(1 2M2B2) 6k(k 1)M?’B3+
5
b
+O(M5B5)
2 P’ P’
kMB ( (k + )MQBQ>+O(M5B5)
Damit gilt

I, = /m@M2BQ(1+ P ) (-2 (1——(k2+2) P )+ O(=== P )| d
L o p m2B2) \"MB" 6 M2B2 M5B5 P

- MBIE/OOJ() Y RyE) P +0O( P’ )| d
- o P 6 M2B? migt) P

und
2= Tp M2B? MB 6 M232 M5B5 P
i L g2 P LA
= MB 11k% — — .
/0 J(p) 6( 8)M2B2+O(M4B4) P
Der resultierende Energie-Impuls-Tensor lautet damit
h o0 p?
T = —m(Tp)*B~? / 1
272 m( 0) k 0 J(p) +O(M2B2) dp
1l = Lo B [T (140G ) d
672 0 MQBQ
=13 = L 1Bk OOJ 1+0 P d
2 =1y = 55m (To) A (p)p + (MQBQ) D -
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8. Die Materie

Unter der Annahme, daf sich die Terme O(47> B2) in den Integralen vernachléssigen lassen, was
wegen der speziellen Form von J(p) gerechtfertigt erscheint, erhilt man somit das Ergebnis

T = b Jym(Th)® B3k
T = L Jm Y (Th)° BTk (8.13)
T3 =T = 35Jym™'(Th)° B~k

mit

o0 o0 p
J, / J(p) d; :/ —d
0 0 (p)p 0 e\/lmj:l 14

%) 5 %) p4
Jp = / J d =/ R
> ; (p)p”dp 0 g p

Da M von der Gréfienordnung 10*6% ist, kann M fiir die in dieser Arbeit betrachteten Massen
in den Integralen vernachlissigt werden. Die so entstehenden Integrale sind elementar:

_ &(
T

)
)
{ 25 ¢(5)  fiir Fermionen
Jo = 5

fiir Fermionen
fiir Bosonen

120 £(5) fur Bosonen
Dabei ist ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion mit £(3) ~ 1.202 und £(5) ~ 1.037.

8.4 Physikalische Eigenschaften von T

In diesem Abschnitt sollen die physikalischen Eigenschaften von 7% untersucht werden. Da-
bei wird vor allem auf die in Abschnitt 1.2 vorgefiihrte kovariante Zerlegung von T Bezug
genommen.

Mit der Wahl eines mitbewegten Bezugssystems, u, = 60, erhilt man hier die Beziehungen

p = T%uuy=T"
1 1
P = gTﬂ”h,a,, =3 (T} +2T%) (8.14)
¢* = —T"uchf=0
mp = Thihyy — P hf
1
= 3 (T —T3) (26465 — 0507 — 0503) (8.15)
Da offensichtlich
a2 — 3 = 1 7l
2 3 5
gilt, bestimmen p, P und 7} den Energie-Impuls-Tensor vollstindig:
™ — ,
Tll = P+ 71'%
1
T =T = P—iw%.

Man kann nun explizite Ausdriicke fiir P und 7} gewinnen. Da diese Grofen aber nur fiir die
physikalische Interpretation wichtig sind, ist es ausreichend, ihre explizite Form fiir die Grenzfille
m = 0 und m > T¢ anzugeben, bei denen sie auch eine sehr einfache Form haben. Dieses soll
nun geschehen.
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8.4 Physikalische Eigenschaften von T

8.4.1 Physikalische GroBen fiir m =0

Fiir m = 0 kann man z.B. aus Gleichung (8.8) ablesen, daf}

T,

=-TO 4+ 7! +2T5 =0

gilt. Die hieraus resultierende Zustandsgleichung lautet wegen P = % (T} +2T%)

1
P=—p.
3P

Die Materie liegt also in Form von Strahlung vor. )
Mit der in Abschnitt 8.2 eingefiihrten Zentraltemperatur T := Ty k3 B~! gilt ferner

mit

h 2
p=T" = y— To* h(k)

h(k) :=

30

wl=

%k‘ (k + K(k)) .
)

Dabei wurde h gerade so gewéhlt, dal h(1) = 1 ist.

Fiir 7] ergibt sich aus (8.14)

hn?

m =130 (To)'B "

T (2k% + k= (1 - k) K (k) -

Wie man leicht mit Hilfe von (8.11) nachrechnet, ist h'(k) = $ > (2k% + k — (1 — 4k?)K (k)),

so dal man | auch als

mit

schreiben kann.

k2—1

ko 2K3+k— (1 —4k*) K(k)

1
T3 R2-1 k+ K (k)

Mit pg := fyh3—752 (Ty)* gilt somit zusammenfassend

hn?

= o Tc* hk)

30 (8.16)

= poe ‘n(e”)

1

= 3P

3
= pg(k)

(8.17)
= poe 1On (7).

Diese Form fiir den Energie-Impuls-Tensor wurde zuerst in [33] vorgestellt. Fiir die Funktionen
h(k) und g(k) sind die Beziehungen

und die leicht nachzurechnenden Entwicklungen

4 (k= 1) +O((k— 1))
16

T (k—1)+0O((k —1)?)
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8. Die Materie

interessant.

Wenn es sich bei den Teilchen um Bosonen (y=1) mit 2 inneren Freiheitsgraden (h=2) handelt,
also z.B. um Photonen, wird (8.16) fiir k = 1 zu

71.2

= T4,
p=1sTc

Dieses ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz fiir schwarze Strahler.

8.4.2 Physikalische GroBen fiir m > T¢

Wie in Unterabschnitt 8.3.3 erliutert werden fiir diese Naherung Terme vernachlissigt, die ﬁ

oder % in hoherer Ordnung enthalten.
Die aus (8.13) resultierenden Ausdriicke fiir die physikalischen Grofien lauten

m

Mit der Zentraltemperatur 75
#Ja m(Ty)? und 7, := %JQ

h
—Jom (T0)33_3k
272

672

972

h 1
Jom™Y(Ty)’ B~k (ng +

2
3)

h
Jom™ N (Ty)° Bk (k* — 1) .

:=m 1 (Ty)%e 2@ aus Abschnitt 8.2 und den Abkiirzungen p,, :=
m~!(Tp)® lassen sie sich auch schreiben als

5 3
Jom2 TH 2

272
—3a

Pu €

h 1
G?JQ m% Té\v/[% eiéﬁ (562’3 +

3 1 2

1T e e 3h (5626 + 5)

3 —5a 4 3

S e (14 55+ O()
h 3,omE 23, 93

WJ2m2T026 3P (e’ —1)

%’R‘M e~B=50 (e —1)

T e B (1 + O(ﬁ)) :

2
3)

)

)

(8.20)

\

(8.21)

(8.22)

Die Energiedichte hingt also nur von « und nicht von g ab. Allerdings wurden diese Beziehungen
nur unter der Bedingung abgeleitet, dafl e? nicht wesentlich groBer als 1 ist.
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9. Losung der Einsteinschen
Feldgleichungen

Nachdem die Kriimmungsgrofien der Metrik und die Form des Energie-Impuls-Tensors berech-
net wurden, kann man nun die Einsteinschen Feldgleichungen aufstellen. Da keine analytischen
Losungen fiir das so vorliegende System bekannt sind, ist man dabei auf Ndherungslésungen und
numerische Rechnungen auf dem Computer angewiesen.

9.1 Die Feldgleichungen

Mit dem Einstein-Tensor aus Kapitel 7 lauten die Feldgleichung fiir die Einsteinsche Theorie
ohne kosmologische Konstante

Z 9= T TOO
T "
BII BIZ
25 g = AT
BII B B_IQ BI kl le k” 9

B B "Bk kK k

Die Feldgleichung fiir G3 ist mit der fiir G3 identisch.

Diese Gleichungen sind aber aufgrund der Bianchi-Identitit nicht unabhéngig voneinander, wie
man an

0 = Gab.b

B K B K B
— )G + (= — )Gy +2§G§

_ 00 -
= ¢ ’0+(3B k B  k

sieht. Die G%- und G''-Feldgleichungen beschreiben daher das System vollstindig.
Wenn man diese Gleichungen nach ¥ und B” auflést, erhilt man die folgende Form, die spéter
fiir die numerische Losung am sinnvollsten ist:

E o= Lk3Z — L g7
2 BB

(9.1)

B" = —1B(Z} +sT})).

Mit den Groflen o und 8 haben die Feldgleichungen die Gestalt
1
3a/? — 3 g? = kTY (9.2)
!/ 1 /\ 2 " 2 /! 1
-3 (« —i-gﬁ) -2« _§ﬁ = kT .
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

An der ersten Gleichung kann man

1
§0=HP+0'2

ablesen, was zu der Vermutung fiihrt, daf} ein nichtverschwindender Scherungsterm zu einer
grofleren Expansion fiihrt.

Statt der Feldgleichung fiir G!! kann man auch die zu (G} — G3) gehérende betrachten. Wegen
m = 3(T! — T3) liefert sie einen Ausdruck fiir den anisotropen Druck und hat zudem noch eine
einfache Form. Durch einfaches Umformen erhilt man n&dmlich

2
—2d'0 — 55” =K. (9.3)

Vor allem wegen der komplizierten Form des Energie-Impuls-Tensors (im Fall m # 0 148t er
sich nicht einmal geschlossen angeben) existieren fiir dieses Differentialgleichungs-System keine
analytischen Losungen.

9.2 Naherungslésungen fiir kleine Anisotropie

Um wenigstens Ndherungslosungen fiir die Feldgleichungen zu gewinnen, werden die beiden
folgenden Annahmen gemacht:

p<l, [?=30"<kp.

Gleichbedeutend damit ist
2

Ink<1, 7 < kT .

Die daraus ableitbaren Vereinfachungen, die Inhalt dieses Abschnitts sind, stammen von Misner
[24]. Mit den Annahmen wird die Feldgleichung (4.2) zu

30 = kT

Das weitere Vorgehen héingt nun von den Grenzfillen m = 0 und m > T¢ ab.

9.2.1 Naherungslésung fiir m =0
Fiir 8 < 1 hat T% die Form (8.16) mit h ~ 1 (Gleichung (8.19)), so daf§ gilt:

30/2 = Kkpo 67404

o€ = (%pp)?

=
& e = (%’ipo)i\/t—t*
mit ¢, = const. .

Fiir die Expansion resultiert

0:304':§ !

Dieses ist der Zeitverlauf der Friedmann-Lisungen fiir das Robertson-Walker-Modell, was man
natiirlich auch erwarten konnte, da die Anisotropieanteile fiir die Berechnung von « gerade
vernachléssigt wurden.

Den zeitlichen Verlauf der durch 8 charakterisierten Anisotropie erhélt man aus der Feldglei-
chung (9.3) und o/ = ;. Dazu gibt man | die Form n{ = 12py e™**p, die aus (8.17) und (8.19)
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9.2 Ndherungslosungen fir kleine Anisotropie

folgt:
1 / 2 "o 16 —4da
2235 %ﬁ = ﬁ4fp106 p
ol Spn . _*
< ?fﬂ_l-?)f 15t2ﬁ
= t2l611+§t/81+5/8 — 0
a2 3 3 dg 2
¢ mn?  diwp T 2dmy T5° T 0
- d’g 1 dp 2

e T 2dmp TP =0

Dieses ist die homogene Schwingungsgleichung mit der bekannten Losung [16]

B = 5*6—%<lnt>sin(%\/g((1nt)—1nt*))

2 t
= B f%sin(,/g—g o), (9.4)

wobei 8, und %, Integrationskonstanten sind.

9.2.2 Naherungslésung fiir m > T
Aus (8.20) folgt fiir die erste Feldgleichung

30/2 — KIIOO 6—3&
3
& e = (T (-t
und somit 1
0=2
t— 1,

Auch hier stimmt also die Zeitentwicklung von o' mit der Friedmann-Losung iiberein.

Wegen der Form von 7}, Gleichung (8.22), enthélt die zum Fall m = 0 analoge Differentialglei-
chung fiir 5 den Term t*%ﬁ und kann daher nicht mehr analytisch gelost werden. Stattdessen
kann man « als neue Zeitvariable einfiihren, d.h. man ersetzt Zeitableitungen nach ¢ durch Ab-
leitungen nach a. Wie im folgenden gezeigt wird, kann man auf diese Weise tatséchlich eine
Losung fiir f(«) und somit fiir (¢) finden.

Dazu benutzt man zunéchst die exakte erste Feldgleichung

do \/1 1
—_— = — TOO —[32 =: ./

um eine moglichst gute Kontrolle iiber die Groflen zu haben, die spéter vernachlissigt werden.
Fiir die zeitlichen Ableitungen von 3 erhilt man so

, _dp
g = da Pa
d dg

ﬂ” = ﬁ(%\//)a)

& B - dpa

do2 P T da 2P T

d’g 1dg -1 ( dT°° 2dpa ,,
@Pu gﬁpa K do \/Pa‘i‘g@\/l)aﬁ

—1
s = (1 1(%2> (‘Fﬁ “dﬁdTm).

~ 9\ a2 T G da do
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

Die zweite Feldgleichung ist damit dquivalent zu

_2@ _g<1 1(dﬂ)> dQ_ﬂ +E%dTOO = kil
do P 3 9 ' do do2 P 6 da da R

Erst jetzt werden die beiden vereinfachenden Annahmen gemacht: Wegen 8 < 1 haben 7% und
mi fiir m > T die Form (8.20) bzw. (8.22). Wegen 5 < xT%, was gleichbedeutend ist mit
(7o 4B y2 2)2 < 1, ist po & £T% und (1 — —(—6) ) = 1. Fiihrt man diese Vereinfachungen durch, ergibt
s1ch

= kmye *p

L8 2B Koy dB AT
do  3do?)] 3 9da do

dg 24’8 1dp ™ o
& 22— —-—— —-—(-3)+3— QB =0
doo 3 da? 3da( )+ pM'8 p
d?8  3dB  9mm _o,
- W—i_i%—i_ip—Me 8 = 0.

Mit der Funktion 5(a) := 8(«) e1® 158t sich diese Differentialgleichung vereinfachen zu

I
do? 2 pumr 16

Die Losung dieser Gleichung ist [16]

wobei J, und Y, die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art mit der Ordnung n und
081, B2 beliebige Konstanten sind.
Da man fiir den hier untersuchten Fall m > T aber nur an Lésungen fiir grofle Zeiten interessiert

ist, kann man auch in Gleichung (9.5) den Term %ZM e~2% gegeniiber % vernachléssigen, da
o~ (t— t*)§ ist. Man erhélt dann

69 G-

do?2 167

mit der Losung
B=Biei®+ Bhe % By, By = const. .
Fiir § ergibt sich damit
_3
B=01+pre 2"

und daher mit einer Umbenennung der Konstanten

B=Pit By, B fo=const. (9.6)

Fiir k resultiert
kl
k= Pl P2t , /32 (9.7)
Die hier gefundenen Ndherungslésungen stellen eine groﬁe Hilfe fiir die Diskussion der Ergebnisse
der numerischen Simulation dar. In den Abschnitten 9.5 und 9.6 werden sie oft zum Vergleich
herangezogen.
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9.3 Das Anfangswertproblem

9.3 Das Anfangswertproblem

Um die Feldgleichungen zu 16sen, mufl man sich klarmachen, welches die unabhéingigen Variablen
sind und ob die Zeitentwicklung bereits vollstindig determiniert ist. Zunéchst fithrt man die
beiden unabhingigen Feldgleichungen 2. Ordnung (9.1) auf 3 Gleichungen 1. Ordnung zuriick:

1 B' B
k, = Ek (3§ — E K/TOO)
B = C
1 BIQ

Dazu wurde die Funktion C(t) := B(t)' eingefiihrt, die von nun an zusammen mit k£ und B zu
den unabhingigen Variablen zidhlen soll, so dafl man drei Anfangsbedingungen fiir £, B und C'
angeben muf.

Wie in Abschnitt 8.1 besprochen soll die Berechnung der Losungen der Feldgleichung zu dem
Zeitpunkt ty beginnen, an dem k und B auf 1 gesetzt wurden:

Alto) = B(to) = k(to) = 1.

Daher hat man fiir das vorliegende System genau einen freien Parameter als dritte Anfangsbe-
dingung, nimlich den Wert von C und somit von B’ zum Zeitpunkt ¢y. Die erste Feldgleichung
liefert aber eine direkte Beziehung zwischen B'(ty) und &'(¢p), so dal man auch &' zum Zeitpunkt
to vorgeben und dann B’(tg) der (nach B’ aufgelosten) ersten Feldgleichung

K

B,(to) = %kl(tg) + \/2 po + é kl(t0)2 (98)

mit pg = p(to) = *yh3—752(T0)4 entnehmen kann. Das ist sogar die niitzlichere Méglichkeit, da k' die
Scherung der Metrik charakterisiert. Grofie &'(#g) entsprechen einer grofien Anfangsanisotropie,
kleine k'(ty) einer kleinen. Wegen A’(ty) = B'(ty) — K'(to) gilt auBerdem

2 1
Alto) = —2K (1) + /S o+ £ Rt (9.9
3 2 9
Damit erhélt man die folgende Zuordnung;:
E(to) >0 :  Alto) = —3k(t0) , Bty ~ 3k (t)
K(to) =0  A(to) =/5p0 . B'(to) =/5r0
El(ty)) <0 :  Alto)~—FK(to) , B'(t) =~ %p f(to)

Im Fall &'(ty) > 0 wiirde sich das System aus einer ,,Zigarrensingularitit“ mit stirkerer Expansi-
on in der y-z-Ebene entwickeln, fiir &'(#y) < 0 aus einer , Pfannkuchensingularitit“ mit stirkerer
Expansion in der x-Achse. Im ersten Fall kommt es dabei offensichtlich zu einer anfinglichen

Kontraktion von A, wenn k'(ty) > /3£ py ist.

Das Verhiltnis der Hubble-Parameter %' und % ist wegen g—i(t[]) ~ —3 fiir K'(t) > 0 als
Anfangswert weniger geeignet. Stewart [33] untersucht die Zeitentwicklung des Systems unter
den Anfangsbedingungen g—i(to) > 1 und %:(to) < 1 und kommt so zu der falschen Schlufifol-
gerung, dafl man im zweiten Fall (der der Entwicklung aus der Zigarrensingularitit entspricht)
eine beliebig grofie Anfangsanisotropie vorgeben kénnte, ohne die Zeitentwicklung wesentlich zu
beeinflussen. Sein ,,Grenzfall® %(tg) = 0 entspricht aber natiirlich einer endlichen und sogar

sehr kleinen Anfangsanisotropie k' (to) = /22 po.
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

Da man auflerdem py = fyh3—752(T0)4 einen Wert zuweisen muf}, hat man sich nun zu entscheiden,
welche Teilchensorte man betrachten will, um die Gréfien v und h und die Grofle des Parameters
T festzulegen. Dieser entspricht wegen T = Ty B~'k3 und B(ty) = k(to) = 1 der Temperatur
der Teilchen zum Zeitpunkt %g.

Da po aber die Einheit s~2 hat, kann man pg durch eine Umdefinition der Zeiteinheit jeden
beliebigen (positiven) Wert geben. Fiir die Auswertung der numerischen Simulation, in der nur
der einheitenlose Zahlenwert von py auftaucht, mufl man dann beachten, dafi £'(¢p) (mit der
Einheit s~!) einen entsprechend veréinderten Wert hat und daB der Parameter ¢ nun der Zeit
in den neuen Zeiteinheiten entspricht. Etwas konkreter formuliert sind die Lésungen fiir pg,
E'(to) nach einer Zeit ¢ den Losungen fiir K pg, VK K (to) nach einer Zeit K ~3¢ dquivalent (fiir
K > 0). Diese Ubereinstimmung muf} natiirlich auch bei der konkreten numerischen Simulation
resultieren, so dafl man einen einfachen Konsistenztest zur Verfiigung hat (siehe Abschnitt 9.4).
Die in dieser Arbeit diskutierten qualitativen Eigenschaften der Losungen der Feldgleichungen
ergeben sich daher auch fiir geinderte Werte von Ty, h und . Im Fall m # 0 hingt die Form der
Integrale Jy und J3, die in den Gleichungen (8.13) auftauchen, allerdings davon ab, ob Fermionen
oder Bosonen beschrieben werden sollen. Fiir m > T (und natiirlich fir m < T) schligt sich
diese Abhéingigkeit aber wieder nur in einem konstanten Faktor nieder.

Wie in der Einleitung angesprochen soll in dieser Arbeit ein Gas aus Neutrinos beschrieben
werden (genauer gesagt aus einer Neutrinosorte). Diese waren nach etwa 2 s bei Temperaturen
von ca. 10' K von der iibrigen Materie entkoppelt (siehe Abschnitt 3.3). Daher werden fiir die
numerische Simulation die folgenden Zahlenwerte gewéhlt:

ty=2s, 7:; To =10 K | h:{ ; gi 2;8

Die Fallunterscheidung fiir den Wert von A driickt die Tatsache aus, dal massive Neutrinos im
Gegensatz zu masselosen zwei Helizitdtszustdnde besitzen. Die grundsétzlichen Eigenschaften
der Ergebnisse sind aber wie gesagt unabhéingig von diesen speziellen Werten.

AuBerdem wurden alle Lésungen bis zu einer Zeit tg = 1022 s verfolgt. Die Wahl des Endpunkts
der Simulation ist aber eine Darstellungsfrage und hat keine besondere Bedeutung.

9.4 Konsistenztests und Fehlerabschitzung

Bevor die Ergebnisse der numerischen Simulation diskutiert werden, soll zunéchst etwas iiber
die Zuverldssigkeit des numerischen Verfahrens ausgesagt werden. Dazu bietet sich als erstes ein
einfacher Konsistenztest an: Fiir verschwindende Anfangsanisotropie miissen die berechneten
Zeitverliufe fiir die Metrikfunktionen A und B mit der Friedmann-Losung

iibereinstimmen, wenn m = 0 ist. Fiir m > T miissten sie
2
R(t) ~ (t —t.)3

mit einer von m abhéngigen Proportionalitdtskonstanten entsprechen. Wie auch in der Diskus-
sion der Losungen deutlich werden wird, ist tatsdchlich kein Unterschied zwischen berechneten
und exakten Losungen erkennbar.

Ein anderer Konsistenztest beruht auf der im vorigen Abschnitt festgestellten Tatsache, daf}
die Lésungen, die man fiir einen gednderten Zahlenwert von pgy erhélt, in dem dort beschriebe-
nen Sinne mit den alten Losungen {ibereinstimmen miissen. Tatséchlich erfiillt die numerische
Simulation diese Bedingung.
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Der wichtigste Punkt ist sicherlich die Einschatzung des globalen Fehlers, der vor allem aus
Rundungsfehlern des Computers entspringt. Da fiir k'(¢9) # 0 keine exakten Losungen existie-
ren, ist man dabei auf Vergleiche von Simulationsdurchliufen mit verschiedenen Parametern
angewiesen. Vor allem der mit eps bezeichnete Parameter zur Steuerung der lokalen Genauig-
keit der NAG-Routinen (siehe Anhang B) spielt dabei eine wichtige Rolle. Fiir den Fall m # 0
benotigt man auflerdem einen Parameter int_eps fiir die Steuerung der numerischen Integration,
die fiir die Berechnung von 7% und T'! nétig ist. Um einen Eindruck von den auftretenden
Rundungsfehlern zu bekommen, kann man daher die Gréen der freien Variablen k, B und B’
fiir verschiedene Werte von eps und int_eps miteinander vergleichen. Die relativen Differenzen
zum Zeitpunkt ¢ = 10?2 s sind in der folgenden Tabelle aufgelistet, wobei als Bezugswerte 1073
bzw. 1072/1071° fiir eps bzw. eps und int_eps gewihlt wurden.

Rundungsfehler fiir m =0

Auswertung : bei t = 10%2 s
Bezugswert :  Genauigkeit 1073

K (to) = —10% 57! K (to) = +10% 57!
Gen.| k | B | B k | B | B

108 1107° | 410 | 9107° 21078 | 8107Y | 61077
1071041 41071° | 11071 [ 31070 | 51070 | 21071° | 110710
107124 81071 | 21071 [ 21072 || 510712 | 210712 | 41013

Rundungsfehler fiir m # 0

Auswertung :  bei t = 10%2 s
Bezugswert :  Genauigkeit 10712 / 10710

E'(ty) = =102 571

0.1 eV 10 eV
Gen. H k. | B | B H k | B | B
1076/10=3 [[610=* | 210=* [ 2107* [ 610 | 2107° | 2107°
10-8/107* || 210°® | 8107° | 81077 |[110°7 | 410°® | 31078
1071°/1078 || 11072 | 410710 | 21010 | 2107° | 510710 | 510710

K (t) = +10% s7!

0.1 eV 10 eV
Gen. H k B | B H k B B’
10°6/103 [[210° [ 7106 [ 710 ¢ 3105 | 81077 | 7107
1078/10=* || 1107 | 51078 | 4107% | 110=7 | 41078 | 41078
1071°/1078 {11072 | 3107 | 2107 | 1107° | 410710 | 31010

Offensichtlich sind die auftretenden globalen Fehler sehr klein. Fiir die Berechnung einiger
Groflen wie z.B des Anisotropieparameters konnen aber selbst solche kleinen Fehler zu grofien
Abweichungen fiithren. Der Anisotropieparameter errechnet sich nimlich als Differenz zweier
Zahlen, die um Groflenordnungen grofler als er selber sind. Abgesehen von der Tatsache, daf der
berechnete Wert dieser Gréflen dann nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt sinnvoll ist, treten
dadurch aber keine Probleme auf.

Fiir die in dieser Arbeit abgebildeten Ergebnisse der Simulation wurden normalerweise die Werte
10712 bzw. 10 19/108 fiir eps und int_eps gewihlt, da das Programm mit noch kleineren Werten
teilweise nicht zurecht kam.
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

SchlieBlich sei noch angemerkt, daf die Benutzung der Niherungsformel fiir 7% im Fall k €
[1 —1077,1 4 1077] (siehe Abschnitt 8.3) zu keinem nachweisbaren globalen Fehler fiihrt. Eine
andere Wahl des Intervalls wie [1 —107%,14+107%] oder [1 — 1075, 1+ 1075] hatte néimlich keinen
Einflu} auf die Gréfle der berechneten Variablen.

0.5 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

Fiir die Darstellung der Losungen in dieser Arbeit seien einige Punkte angemerkt. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit wird bei der Beschriftung der Kurven nur die Masse mit einer Einheit
versehen. Grofen wie &'(t) sind immer in der Einheit s~ zu verstehen. Der Zeitpunkt 6 - 10'7 s
wird mit einem Pfeil an der Zeitachse markiert, da er dem ungefihren heutigen Weltalter von
20 Milliarden Jahren entspricht. Die Losungen werden bis zu einer Zeit von 10?2 s verfolgt.
Wegen der beliebig ansetzbaren Anfangsanisotropie und der Tatsache, daf§ dieses System nur
eine Teilchensorte beschreibt und nicht als ein reales kosmologisches Modell dienen kann, wire es
dabei wenig sinnvoll, iiber die Diagrammbesprechung hinausgehende Aussagen iiber die exakten
Zahlenwerte der Gréflen zu machen.

Am interessantesten ist sicherlich die Zeitentwicklung von k(t), sie ist in Diagramm 1 illustriert.

[] k(t) fuer versch. k'’ (t_O0)

le+10 = + le6 — 4
+ led4 --——-—-
+ le2 ------
10 -
1le+08 le2 . E
1e3 -~
1le+06 -
le+04 -
le+02 | -
1 S
\ -7 - P
le-02 f - |
le-04 [ v no P .
le-06 | -
le-08 |- -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramm 1

Die Bedeutung dieser Grofle liegt darin, daf3 & ein Maf} fiir die Temperaturanisotropie ist und
da k'(t) die Scherung und den Anisotropieparameter charakterisiert. S. Fiir & = 1 und &' =
0 erhélt man die Robertson-Walker-Metrik mit der gewdhnlichen Friedmann-Zeitentwicklung.
Tatséichlich gehen alle hier betrachteten Lésungen fiir grofle Zeiten in diesen Zustand iiber. Die
Schnelligkeit dieser Anndherung hingt aber stark von der gewéihlten Anfangsbedingung ab.
Die mit k verkniipften physikalischen Grofien und der genaue Verlauf von A(t) und B(t) wer-
den zwar noch untersucht, aber schon diesem Diagramm ist zu entnehmen, dafl die anfanglich
vorgegebene Anisotropie im Laufe der Zeit abklingt, und zwar um so schneller, je kleiner die
Anfangsanisotropie ist.

Da die Grofie von £'(tp) wie in diesem Diagramm ersichtlich nur den zeitlichen Mafistab der
Losungen beeinfluBt, werden im folgenden meistens nur die Fille &'(ty) = +10* und &/(to) =
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9.5 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

—10? als typische Fille untersucht. Dies bewahrt die Ubersichtlichkeit der Darstellung.

Wenn £ nahe 1 ist, kann man die numerische Losung fiir £(¢) mit der Naherungslosung (9.4),
deren freie Konstanten individuell anzupassen sind, vergleichen. Das Ergebnis wird in den Dia-
grammen 2 und 3 deutlich. Fiir andere Anfangswerte ergibt sich dabei ein voéllig analoges Bild.
Wie man sieht, ist Gleichung (9.4) fiir grofie Zeiten, bei denen k ~ 1 gilt, tatséchlich eine sehr
gute Niherung. Auflerhalb dieses Bereichs versagt sie erwartungsgemifl. Dieses unterstreicht
noch einmal das Ergebnis, dafl das Modell asymptotisch in das Friedmann-Modell {ibergeht.

[1 k(t) mt Naeherungsl oesung fuer k'’ (t_0) = + le4

T
k(t) —
Naeherung <

1 1 1 1 1
le+13 le+15 le+17 le+19 le+21 [s]

[1 k(t) mit Naeherungsl oesung fuer k' (t_0) = - 1le2
T T T T T T

k(t) — A
Naeherung ¢

le+11 le+13 le+15 le+17 ‘ le+19 le+21 [ s]

Diagramme 2,3
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

Der Zeitverlauf der Metrikfunktionen A und B héngt natiirlich davon ab, ob die Expansion an-
fangs stiarker in der x-y-Ebene (k'(t9) > 0) oder in Richtung der z-Achse (k'(#) < 0) stattfindet.
Im Diagramm 4 ist der Verlauf fiir &'(ty) = +10* dargestellt. Wie im Abschnitt 9.3 vermutet
kommt es zu einer anfinglichen Kontraktion von A, die dann in eine Expansion iibergeht. Die
Metrikfunktion B zeigt dagegen anfangs einen duflerst starken Anstieg. Diagramm 5 zeigt den
Verlauf fiir k'(y) = —102. Wie man sieht, bleibt B bis etwa 103 s praktisch konstant, wihrend
die Expansion von A zunichst viel stirker als im Friedmann-Modell ist.

0 A und B fuer k' (t_0) = + 1le4d
T T T T

le+12 | -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1 400 / B ]
~ A
Fri ednmann b4
0.01 _ 4
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k' (t_0) = - 1le2
T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100 & - A
00000 e B -
xod - .
0% 7 Fri edmann o
1 ;y??ffi,,,, - -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 4,5
Die Diagramme 6 und 7 stellen den zeitlichen Verlauf der Hubble-Parameter ‘%, und % dar,
im Grunde illustrieren sie nur die eben beschriebenen Kurven. Im Fall k'(¢y) = +10% ist dabei
%, wegen der anfinglichen Kontraktion von A zunichst negativ und wird dann positiv. Der
Durchgang durch 0, den man in dem logarithmischen Diagramm nicht addquat darstellen kann,

wird dabei durch den Pfeil angedeutet.
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9.5 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

| A /A und B /B fuer k' (t_0) = + 1le4

[1/s] T T T T T

B /B —
|ATA -
Fri edmann o

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A /A und B /B fuer k' (t_0) = - 1le2
T

[1/s] — T

le-10

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 6,7

In den Diagrammen 8 und 9 soll gezeigt werden, wie der Zeitverlauf des Anisotropieparameters
¥ = 602/, in den Diagrammen mit , AP abgekiirzt', und der Temperaturanisotropie D (InT) =

\/g |In k| aussieht. Den qualitativen Verlauf kann man dabei schon aus Diagramm 1 erahnen.
Die Spitzen ergeben sich, da k fiir grole Zeiten um 1 oszilliert, so dafl die beiden Funktionen
fiir alle Zeitpunkte, an denen ¥’ = 0 bzw. k = 1 ist, den Wert 0 haben miifiten. Das wird aber
natiirlich numerisch nicht exakt erreicht und ist in dem logarithmischen Diagramm auch gar
nicht darstellbar. Die Linge und Ausgeprigtheit (nicht aber die zeitliche Lokalisation) dieser
Spitzen sind daher auch eher Artefakte der Rundungsfehler des Computers und haben keine
eigenstandige Bedeutung. Man sieht aber, dafi sowohl ¥ als auch D(InT) fiir grofle Zeiten sehr
klein werden, was mit der Naherungslosung (9.4) im Einklang steht.

Wie in den Diagrammen 10 und 11 sichtbar wird, fiihrt ein kleinerer Anfangswert von k' zu deut-
lich kleineren Werten fiir diese Groflien. Der qualitative Verlauf wird davon aber nicht beriihrt.

!Leider lassen sich mit diesem Plotprogramm keine griechischen Buchstaben ausgeben.
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

0) = + 1le4

D(I nT) und AP fuer k’(t
T

0. 01

le- 04

le- 06

le-08

10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

D(InT) und AP fuer k’'(t_0) = - 1le2
T

0.01

le- 04

le- 06

le- 08

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

D(I nT) und AP fuer k'’ (t_0) = + le2
T

le-04

le- 06

le-08

le-10

10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

Diagramme 8-10
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9.5 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

D(I nT) und AP fuer k'’ (t_0O) = - 10
T

le- 04

le- 06

le-08

le-10

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

Diagramm 11

Interessant ist auch der zeitliche Verlauf der Grofle e® = (ABQ)é. Er ist in den Diagrammen 12
und 13 dargestellt.

Bei einer groflen Anfangsanisotropie kommt es zu Beginn unabhéingig vom Vorzeichen von &' ()
zu einem kurzen, aber duflerst starken Anstieg von e®. Fiir grofie Zeiten erhélt man den aus dem
Friedmann-Modell bekannten Verlauf proportional zu /¢t —t,. Daf} eine nichtverschwindende
Anisotropie zu einer stirkeren Expansion fithrt, wurde schon bei der Besprechung der ersten
Feldgleichung in der Form (9.2) vermutet. Im Vergleich zu anderen Metrikgrofien ist der Verlauf
von e* aber insgesamt der Friedmann-Losung sehr &hnlich.

Das driickt sich auch im Diagramm 14 in den physikalischen Gréflen der Zentralemperatur und
der Energiedichte aus, die proportional zu e ® bzw. 6*40‘h(65 ) sind.

(A B*2)71/3 fuer positive k' (t_0)

[] T T T T T
le+12 1
le+10
le+08 |
1e+06
le+04 -
100 |7 oo k' (t_0) = + 1e6 — T
- T o + le4 ——---
e Q¢§0 + le2 ------
g O¢§p Fri edmann >
1 ¢ u
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramm 12
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

K (t

_0)

(A B"2)"~1/3 fuer negative
T

le+12

le+10

1le+08

le+06

le+04

100

K (t

_0) = 1e3 —
le2 -
10 -
Fri edmann &

le+10

Diagramm 13

[KI/[g cnt-3] Tenper atur und Energi edi chte

le+15

le+20 [s]

le+10

le+05

1

le- 05

le-10

le-15

le- 20

le- 25

le-30

Tenper at ur,

k' (t_0) = -
+ 1led —--—-

Fri edmann <
k' (t_0) = -
+ led4 --—-

Fri edmann +

1e-35 I gy dichte,

le-40

10 le+5 le+10

Diagramm 14
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9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

In dem Diagramm 15 ist der Zeitverlauf von k(t) fiir eine Reihe von Anfangsbedingungen und
eine Masse von 10 eV dargestellt.

[] k(t) fuer m= 10 eV und versch. Kk’ (t_0)
T T T T T

le+10 k’(t_0) = + 1le6 — 4
+ led4 -——--
+ le2 ------
- 10 ,,,,,,
1e+08 D 1e2 E
- 1le3 -~
1le+06 -
le+04 -
le+02 | -
T S
le- 02 \ |
le- 04 -
le- 06 -
le-08 E
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramm 15

Erwartungsgemésf zeigt sich dabei fiir frithe Zeiten das gleiche Bild wie im Fall verschwindender
Masse (Diagramm 1). Nach etwa 10'2 — 10'* s nehmen aber alle Lésungen einen konstanten
Verlauf. Die Grofle von k zu dieser Zeit wird also sozusagen ,eingefroren“ und erreicht nicht
mehr asymptotisch 1. Die Naherungslosung (9.6) fiir m > T beschreibt diesen Verlauf korrekt,
was sich auch weiter unten bei der Besprechung des Anisotropieparameters zeigen wird.

Wie die Diagramme 16 und 17 zeigen, bestimmt die Grofle der Masse den Zeitpunkt, an dem
k konstant wird (natiirlich geschieht dieses nicht instantan), da die Bedingung m > T so zu
fritheren oder spéteren Zeiten erfiillt ist. Hier wird auch deutlich, daf} die (in die Temperatura-
nisotropie eingehende) Differenz von k zu 1 bei diesen Anfangsbedingungen stark von der Masse
abhingt.

Auch der zeitliche Verlauf der Metrikfunktionen A und B gleicht wie in den Diagrammen 18-21
gezeigt natiirlich im Bereich m <« T¢ dem fiir m = 0. Dann aber lassen sich zwei Effekte der
nichtverschwindenden Masse ausmachen. Erstens laufen die Losungen fiir A und B zwar parallel
zueinander, sie sind aber auch fiir grofle Zeiten nicht mehr identisch. Im Fall m = 0.01eV
ist dieses allerdings kaum auszumachen. Das spiegelt die oben besprochene Tatsache wieder,
daf sich k£ einem konstanten Wert ungleich 1 n&hert. Der zweite Effekt ist die systematische
Abweichung von der Friedmannschen Strahlungslésung R ~ /t — t, fiir grofie Zeiten. Wie man
bei der Analyse des Zeitverlaufs von e® = (AB2)% genauer sehen wird, gleicht die Losung dann

(bis auf die Anisotropieeffekte) der Friedmannschen Staublosung R ~ (¢ — t*)§
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

[1 k(t) fuer k' (t_0O) = + 1e6 und versch. m
T

le+08

le+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

[1 k(t) fuer k'’ (t_0O) = - 1e3 und versch. m
T T T T T

10 B

le-03

le- 04

le- 05

le- 06

le-07 B
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

[1 A und B fuer k'(t_0) = + 1le4 und m= 0.01 eV
T

le+14 | -
le+12 -
le+10
le+08
le+06
le+04

100

,/'/ B(t) —
A A(t) e

0.01 e Fri edmann o |

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 16-18
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9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

[1 A und B fuer k'’ (t_0) = + 1e4 und m= 10 eV

le+14 -

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

B(t) —
S g A( t ) ,,,,,

0.01 F T Fri edmann o |

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

[1 A und B fuer k' (t_0) = - 1e2 und m= 0.01 eV
T

le+14 | -

le+12 -

le+10

le+08

1le+06 -

le+04

O
o )
=4 N = S S
et 7 Fri edmann o

10 le+5 le+10 le+15 \ le+20 [s]

1 A und B fuer k' (t_0) = - 1e2 und m= 10 eV

le+14 -

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100 o A(t) —
T B(t)
0 o Fri edmann o

10 le+5 le+10 le+15 \ le+20 [s]

Diagramme 19-21
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

Diese Effekte spiegeln sich in den Hubble-Parametern kaum wieder. Die minimale Abweichung
vom Strahlungsmodell (%ﬁ— statt %ﬁ—Abfall) ist graphisch nicht gut darstellbar und
enthélt keine neuen Informationen.

Interessanter ist die Entwicklung der Temperaturanisotropie D(InT'). Der qualitative Verlauf
148t sich dabei schon aus dem Zeitverlauf von k£ entnehmen. Die Abhéngigkeit von der Grofle

der Anfangsanisotropie wird an Diagramm 22 und 23 fiir m = 10eV deutlich.

D(I nT) fuer m= 10 eV und positive k' (t_O)

T T T T T
10 T -
1t i
0.1F O
i i / K " E
0.01 | ‘ ‘, L s -
le-03 F ! i
i ’ k' (t_0) = + 1e6 —
+ led -
+ 1e2 -
+ 1
le-04 | -
10 le+5 le+10 le+15 \ 1e+20  [s]
11 D(InT) fuer m= 10 eV und negative k' (t_0O)
T T T T T
10 | T -
1+ < -
\\
0.1k i b T -
0.01 ‘ ' R . 7
le-03 L ? T
: k' (t_0) = - 1e3 —
le2 --—--
10
le-04 i - 1 E
10 le+5 le+10 le+15 1e+20  [s]
Diagramme 22,23
Wie man sieht, fiihrt schon ein Anfangswert von k'(to) = +10% bzw. k() = —10 zu einer

heutigen Temperatur-Anisotropie von fast 0.1. Auch fiir noch kleinere '(ty)-Werte ergibt sich
ein im Vergleich zum Fall m = 0 qualitativ anderer Verlauf. Die Abhéngigkeit von der Masse
wird in den Diagrammen 24 und 25 dargestellt.
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9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

[ D(I nT) fuer k' (t_0O) = + l1le4 und versch. m
T T T

0. 01

[ ii i
le-03 :; i i H
i "
m= 100 eV — i il
10 eV -—- i ii
1 eV - |
le-04 0. 81 §¥ - i
i
. . . . .
10 le+5 le+10 le+15 1e+20 [s]

1 D(I nT) fuer k' (t_0O) = - 1e2 und versch. m
T

i
I

o

bl

0.01 | g“y;
i

| ;
| Yoy -
| L e
;.f o
E | i i \
le-03 | % { \“' -
I | i L
m= 100 eV — ; i
10 eV --—-- ! i
L 1 eV - i
le-04 0.01 eV { |
eV --—- ﬂ
i
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

Diagramme 24,25

Da die Grofle der Masse den Zeitpunkt bestimmt, an dem die Temperaturanisotropie ,einfriert”,
hingt D(InT') empfindlich davon ab. Schon kleine Massen fithren daher zu einem vo6llig ande-
ren Bild als im Fall m = 0. Da D(InT') aber fiir m > T¢ wegen der Oszillation von &k um 1
Durchgénge durch 0 hat (das hieraus resultierende Darstellungsproblem wurde bereits bespro-
chen) und nicht monoton fallend ist, fithrt eine groflere Masse nicht unbedingt zu einer grofieren
Temperaturanisotropie. Dieses kann man an den Losungen fiir m = 100eV und m = 10eV
(Diagramm 24) bzw. m = 10eV und m = 1 eV (Diagramm 25) sehen.

Obwohl die Temperaturanisotropie also sehr grof sein kann, fillt der Anisotropieparameter ¥ fiir
m > T¢ viel schneller ab als im Fall m = 0. Diagramm 26 und 27 zeigen dabei die Abhingigkeit
von der Anfangsanisotropie und die Diagramme 28 und 29 den Einflufl der Masse.

Dabei kénnen wie in Abschnitt 9.4 angesprochen nicht alle Losungen bis 10?2 s verfolgt werden,
da sich ¢ als Differenz zweier Zahlen errechnet, die um Gréflenordnungen gréfier als ¢ sind,
so daf} die Rundungsfehler des Computers irgendwann eine Berechnung unmdglich machen.

Bei welchem Zeitpunkt dieses geschieht, ist dabei natiirlich fiir die Interpretation der Lésung
irrelevant.
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

[1 AP fuer m= 10 eV und positive k' (t_0O)

100 B

le-04

le-06 -
le-08 ; ,
le-10
le-12

le-14

k' (t_0)

I

le-16

le-18

10 le+5 le+10 le+15 \ 1le+20 [s]

[1 AP fuer m= 10 eV und negative k'’ (t_0)
T T T T T

le- 04

le-08

le-12

le-16

k' (t_0) =

le-20

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

[1 AP fuer k’(t_O) = + 1e4 und versch. m

100 B

le- 04

le- 06

le-08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 26-28
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9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

[1 AP fuer k'’ (t_0O) = - 1e2 und versch. m
T

100 B

le- 04

le- 06

le- 08

le-10

le-12
le-14 RN i

le-16 R R
10 - -
le-18 L 100 - |

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramm 29

Wie nicht anders zu erwarten war, ist 9 i.a. umso grofler, je grofier die Anfangsanisotropie ist.
Die Abhéngigkeit von der Grole der Masse ist aber wegen des schnellen Abfalls gerade umge-
kehrt: Groflie Massen fiithren zu einem kleinen Anisotropieparameter, kleine zu einem groflem.
Der qualitative Verlauf fiir m > T¢ ist aber fiir alle Massen und Anfangsbedingungen gleich
und wird durch die Niaherungslosung (9.6) beschrieben, die ein Abfallverhalten proportional zu
t=2 vorhersagt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird diese Ubereinstimmung nur fiir einige
typische Lésungen in Diagramm 30 illustriert. Sie ergibt sich aber wie gesagt fiir alle.

[] AP mt Vergl ei chsl oesungen
100 | '
1
0. 01
le-04 |
le- 06
le-08
le-10
le-12
- L m= 0.01 eV, k' (t_0O) = + 1le6
te- 14 clL / tn2
m = 1 eV, k’(t_0) = - 1e3
- - c2 / tn2 |
le-16 m= 10 eV, k' (t_0) = + le4
C3 / tn2
le-18 | m= 100 eV, k' (t_0) = - 1le2 ---
© 4/ tnh2
1 1

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramm 30
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9. Losung der FEinsteinschen Feldgleichungen

Schon bei der Besprechung der Metrikfunktionen klang an, dal das System zunichst in das
Friedmannsche Strahlungsmodell {ibergeht, um sich dann fiir m > T wie das Friedmannsche
Staubmodell zu entwickeln. Dieser Sachverhalt wird in den Diagrammen 31 - 34 anhand des
Zeitverlaufs von e® = (ABQ)% besonders deutlich.

Fiir grofie £'(tp) ist dabei der Unterschied zum Staubmodell unerkennbar klein. Auch dieses ist
eine Eigenschaft der Naherungslésung. Zu frithen Zeiten tritt wieder der Effekt auf, daf} eine
groflere Anfangsanisotropie zu einer stirkeren Expansion fiihrt.

(A B*"2)7~1/3 fuer m= 0.01 eV und positive k' (t_0)
T

T T T T
le+14 E
le+12 -
le+10
le+08
1e+06
le+04
"(t_0) = + le6 —
100 + le4 ----- _
o + 1e2 -
L+ Strahl ung >
{gj St aub +
1 4+ -
o
L FEa L L L L
10 le+5 le+10 le+15 \ 1le+20 [s]
01 (A B*2)71/3 fuer m= 10 eV und positive k' (t_0)
T T T T T
le+14 E
le+12
le+10
le+08
1e+06
le+04 &
T ++++ , _
BTV e k' (t_0) = + le6 —
100 P SV A T olea i
- e 0 e + le2 ------
- S ©° +
e o0 e St rahl ung o
00000 s St aub +
1 0% +¥gf 4
A ) ) ) )
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 31,32
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le+14

le+12

le+10

le+08

1le+06

le+04

100

le+14

le+12

le+10

1le+08

le+06

le+04

100

(A B*2)71/3 fuer m= 0.01 eV und negative k' (t_0)
T

9.6 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

(A B*"2)7~1/3 fuer m= 10 eV und negative k' (t_0)

le+10 le+15 \ 1e+20  [s]

5O
k’(t_0) = - 1le3 —
¥gj* - 1le2 -——- .
A - 710 -
a Strahl ung >
St aub +
1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

Diagramme 33,34

Am Ende des Abschnitts 10.7 findet sich eine kurze Zusammenfassung, die auch die wesentlichen
Eigenschaften der gerade besprochenen Lisungen der Einsteinschen Feldgleichungen zum Inhalt

hat.
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10. Losung der
Brans-Dicke-Feldgleichungen

Mit der vorgestellten Metrik und dem berechneten Energie-Impuls-Tensor kann man auch die
Feldgleichungen in der Brans-Dicke-Theorie aufstellen. Diese Theorie wird in Anhang A.2 vor-
gestellt. Die Probleme, die bei der Lésung dieser Gleichungen auftreten, sind dabei ganz analog
zum Einsteinschen System. Daher hat dieses Kapitel den gleichen grundsétzlichen Aufbau wie
das vorige.

10.1 Die Feldgleichungen in der Brans-Dicke-Theorie

Fiir die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik ergeben sich in der Brans-Dicke-Theorie die Zwi-
schenresultate

gab‘p,atp,b = - ((pl)2
B> (B I
pan = 80— 75 () 0hfh — BB (526} + 83
B" K
0O — _ (32 _ _> '
4 4 < B L 4
und somit die Feldgleichungen
k l 90, w ()012
GO0 R 00 ( _ 3_> Y wy
+ k B) ¢ + 2 2
k/ B/ / 2 O
Gl = “r <___ v we” 0o
ko B) o 2¢2 ¢
— ﬁ(l_ 1 a +<k_’_£’ £,_|_EQD_I2
e U Bw+27 ¢ k- B) ¢ 22
n o _ kK a k_l _ E) /
4 342w ° ( kT 9B) ¢
Aufgelost nach k', B” und ¢” erhilt man
/ / 2 [N 12
4 B K00, o B By wy
K = k(=+2— ——T 30 +3—— - -
(tp + B) © + B? + By 2¢?
pro— _lp(BD . n <T1 L ) + (k, BI) A (10.1)
2 B2 o \'! 3427 ° k' B) ¢ 2¢?
/! K a k, B,) /
= — T ——3—= .
4 32w T (k B)?
Fiir m = 0 und somit 7%, = 0 148t sich die dritte Gleichung integrieren:
k' B’
noo_ A Yl '
o = (F-35) e
& ¢ = wykB™, of = const. . (10.2)
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10.2 FExakte Losungen fir die Robertson- Walker-Metrik

Wie schon beim Einsteinschen System kann man fiir dieses Differentialgleichungs-System keine
analytischen Losungen angeben. Daher sollen zunéchst die Losungen fiir die Robertson-Walker-
Metrik vorgestellt werden, die spater zu Vergleichszwecken niitzlich sind.

10.2 Exakte Losungen fiir die Robertson-Walker-Metrik

Wenn die Materie in Form von Strahlung vorliegt (m = 0), hat die Robertson-Walker-Metrik
mit Skalenparameter R in der Brans-Dicke-Theorie die Losung [39]

-1 1,2t
R(t) = @ ?7(K1+ Ko7 )2
(1) = . (Ki+ Ky )77
mit
dt = Rdrt
und
2 |1 ¢
g = (14 zw)2
377 g
K
K1 = gpg
— 2 1, Y,
Ky = (I+3w)2ep. 9= (to).

Man kann also R und ¢ nicht explizit als Funktion von ¢ angeben, da man die Integration
_1 1 [T 11— Ko 1
=g KT [ )
0 K

durchfithren und dann nach 7 auflésen miifite.
Fiir 7 > % und w > 1 ist dieses aber niherungsweise moglich, da man dann wegen |¢| < 1 im

obigen Integral % gegeniiber 7 vernachlédssigen kann. Das Ergebnis ist

1 -1 1
t= e KT

(mit ¢, = const.) und somit
_1
R(t) = V2. K\ T Vi—1,
o(t) = @« K179 = const. .
Das System entspricht also fiir grofie Zeiten der Friedmann-Lésung.

Das Staub-Universum mit P = 0 hat die Losung [4]

R(t) = RO(%V

olt) = Wo(%)r
mit

1+w 1

1=y 30 "1 3w

Wenn w > 1 ist, gilt offensichtlich niherungsweise

t .
R = Ry(—)3
to
@ = g =const. ,

was der Zeitentwicklung der Friedmann-Losung entspricht.
Die Tatsache, dafl das Brans-Dicke-System fiir grofie Zeiten in das Einsteinsche iibergeht, wird
sich (mit gewissen Einschrinkungen) auch fiir die in dieser Arbeit betrachtete Metrik ergeben.
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

10.3 Asymptotisches Verhalten und Ndherungslésungen

Wegen der vielen freien Parametern ist es fiir die Untersuchung der Brans-Dicke-Feldgleichungen
noch wichtiger als im Einsteinschen Fall, die qualitativen Eigenschaften der Losungen und den
Einflufl der Parameter direkt den Feldgleichungen zu entnehmen. Die so gewonnenen Aussagen
miissen dann durch die numerische Simulation iiberpriift und konkretisiert werden.

Die wichtigste Erkenntnis, die natiirlich erst bei der Besprechung der Ergebnisse der numerischen
Simulation dokumentiert werden kann, ist dabei die Tatsache, daf} alle Lésungen asymptotisch
den Zeitverlauf der im vorigen Kapitel besprochenen Losungen des Einsteinschen Systems an-
nehmen. Dabei geht ¢ gegen einen konstanten Wert. Insbesondere strebt k(¢) einem konstanten
Wert zu, der im Fall m = 0 gleich 1 ist, und die Expansion ist durch

M

U~ (t—t)T (m=0) e~ (t—t)] (m>T0)

gekennzeichnet. Dabei ergeben sich allerdings i.a. andere Proportionalitdtskonstanten als im
Einsteinschen System. Im Fall m # 0 ist dieses Resultat in Strenge nur fiir den in dieser Arbeit
betrachteten Zeitbereich giiltig.

10.3.1 Eigenschaften fiir m =0

Fiir den Fall m = 0 kann man sofort einsehen, dafl das oben angesprochene Verhalten mit
den Feldgleichungen konsistent ist. Der Entwicklungsgleichung (10.2) fiir ¢ kann man némlich
entnehmen, daf || proportional zu e 3% abfillt, so dafl ¢ gegen einen konstanten Wert o geht.
Wenn man annimmt, daf} % =a + %% langsamer als % ~ e 3% abfillt, was fiir e® ~ (t — t*)%

offensichtlich erfullt ist (wenn %’ nach oben beschrinkt ist), kann man so die % - und %22 -

Terme in den Feldgleichungen fiir grofie Zeiten vernachléssigen und erhilt

1. B K B"?
!/ — - - __TOU -
k 2k3,< o +3B2
1 B12
B' = -IB <?+iT11> .
YFE

Dieses System gleicht dem Einsteinschen mit dem einzigen Unterschied, daf die GroBen T

und £ T} mit dem konstanten Faktor @LE versehen sind. Man kann daher den Zeitverlauf

1 1
e = (——po)7 (t—1t,)2
(5 oo =)

erwarten. Die Naherungslosung (9.4) miifite den Verlauf von k(¢) sogar unverdndert beschrei-
ben konnen, da die rechte Seite von Gleichung (9.3) fiir § < 1 auch hier gleich WLEW{ =

K —4al6 o 41 :

Lp—Ep[]B 5 __1_5t_2’6 1st.

Es ist aulerdem festzuhalten, dafl sich der Wert der Kopplungskonstanten w fiir grofle Zeiten
nur in der Grofle von g niederschligt und daher keinen Einflul auf den qualitativen Verlauf

der Losungen hat.

10.3.2 Eigenschaften fiir m # 0

Die Wirkung einer nichtverschwindenden Masse macht sich fiir m > T¢ in einem neuen Ab-
fallverhalten von p und P derart bemerkbar, dafl P gegen p vernachlissigt werden kann (siehe
Unterabschnitt 8.4.2). Daher mufl nun insbesondere der Term 7%, = 3P — p = —p in den Feld-
gleichungen beriicksichtigt werden. Die Konsistenz mit den oben behaupteten Eigenschaften
wird hier nicht so klar festzumachen sein. Die Uberlegungen in diesem Abschnitt sollen ja aber
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10.8 Asymptotisches Verhalten und Ndiherungslosungen

auch nur die gefundenen Losungen der numerischen Slmulatlon plausibel machen und die Struk-
2

turierung ihrer Darstellung erleichtern. Wenn man wie oben £ - und £ o Terme gegeniiber %

vernachlissigen und ¢ = ¢r = const. annehmen kann, erhélt man analog zum Fall m =0

e = (25— par)3 (t—t.)5 .
—3«

K
"o a ro
2 - Ta

was dquivalent ist zu

Lol >

t2 ”-|-2t o =
v Py ow

d%p dp 4 1
+ = = :
d(lnt)? * d(Int) 3734+ 2w

Die Losung dieser Differentialgleichung ist [16]

4 1
o= C’1+C’2 + —pE

Int
3 3+ 2w

mit C7, Cy = const.. Offensichtlich ist die Aussage, dafl ¢ einem konstanten Wert zustrebt,
nach dieser Rechnung im Grunde falsch. Allerdings wird der Term proportional zu (Int) fiir
w > 500 erst relevant, wenn (Int) von der GroBenordnung 10? ist (wenn ¢ und ¢ von dhnlicher
GrofBenordnung sind). Fiir die in dieser Arbeit untersuchten Zeitbereiche bis 10%2 s spielt dieser
Term somit keine Rolle, was sich auch in der Diskussion der Losungen im Abschnitt 10.7 zeigen
wird. Daher lassen sich auch hier % - und 5;,—22 - Terme gegeniiber % ~ %t_l vernachléssigen,
was ja bereits ausgenutzt wurde.

In der zweiten Feldgleichung taucht der zuséitzliche Term 7%, auf:

1 B? 1
B"=-B|=— +— (T! - T )
2 <B2+¢E( L 34+ 2w a)>

In den Rechnungen von Abschnitt 9.2 muf man daher &} durch (71'1 + p) ersetzen, was zu
der zu (9.5) analogen Gleichung

PB (9T o 9 = 1
e =0.
da? + <2pM6 16) A+

o3 3 .. . . .
mit B = e1*g fiithrt, wie man leicht nachrechnet. Wenn man wieder den Term %Z—M e 2 ge-

geniiber % vernachléssigt, erhilt man auf diese Weise

mit der Losung [16]

1
3+2

~ 16
B=3 w+ﬁ1e%°‘+526’%°‘, Bi, B2 = const. .
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

Fiir § resultiert

_ 16 1 _34 _34
B = /61+93+2w64 + e 2

mit einer Umdefinition von G2 und
g 161 <3I<& 1 )i
T 931 20 pm)

Die Aussage, dal = Ink einem konstanten Wert zustrebt, bleibt also erhalten. Das Abfallver-
halten wird nun aber durch

k’ 1
/
beschrieben. Der Faktor 3, hat dabei die zahlenmaﬁlge Groﬁe
10? ioom 1
T 20 7 (qoay) TV
Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Parametergrofien (siehe Abschnitt 10.7) spielt der neue

B ~5-1072

Term ﬁ*t_% somit keine Rolle.

Riickblickend kann man schliellich noch feststellen, dal man von den Gréfien, in die die Kopp-
lungskonstante w eingeht, keinen Einflufl auf den Zeitverlauf der Losungen erwarten kann. Der
Wert von w hat daher fiir m > T keinen Einfluf}.

10.4 Das Anfangswertproblem

Wenn man neben k, B und ¢ auch C' = B’ und ¢ = ¢’ als unabhingige Variablen betrachtet,
so dafl man

B'=C , ¢=¢
als Entwicklungsgleichungen hinzunehmen muf, liegt mit den Gleichungen (10.1) ein System
von fiinf Differentialgleichungen erster Ordnung vor. Die Anfangswerte fiir £ und B liegen dabei
wegen B(tg) = k(tg) = 0 fest, wihrend B'(ty) wie in Abschnitt 9.3 beschrieben ein freier Para-
meter ist, der iiber k' () die anfiingliche Anisotropie charakterisiert. Hier miissen nun aulerdem
die Werte fiir ¢ und ¢’ zum Zeitpunkt ¢y vorgegeben werden. Das gilt auch fiir den Fall m = 0,
in dem die Gleichung fiir ¢” integriert werden konnte, da bei der Integration eine neue Integrati-
onskonstante auftaucht. Aus physikalischen Griinden soll dabei ¢ > 0 angenommen werden. Als
weiteren freien Parameter mufl man hier auch dem Kopplungsparameter w einen Wert zuweisen.
Er ist ein Maf} fiir die Kopplung zwischen der Materie und dem - Feld. Aus astronomischen
Beobachtungen kann man dabei w > 500 schliefen. Wie im Einsteinschen Fall sind natiirlich
auflerdem noch die Paramter Ty und m vorzugeben.
Dafl man die Zeitentwicklung des Systems fiir verschiedene Werte von B'(ty), ¢(to), ¢'(to), w und
m (fiir m # 0) iiberhaupt sinnvoll diskutieren kann, ist dabei keineswegs von vorneherein klar.
Wenn die Losungen allein von einem oder zwei Parametern in komplizierter und empfindlicher
Art abhingen wiirden, konnte man ohne zuséitzliche Annahmen iiberhaupt keine charakteristi-
schen Losungen angeben. Die numerische Lésung des Systems wire in diesem Fall gar nicht
mehr sinnvoll. Man miifite dann schon physikalische Griinde fiir die Gréfle der Anfangswerte
heranziehen, was natiirlich gerade fiir ¢(ty), ¢’ (tp) und w sehr schwierig ist.
Zum Gliick tritt dieser Fall hier in dieser Schéirfe nicht ein. Obwohl nur eine sehr qualitative
Diskussion mdglich ist, haben die einzelnen Parameter doch einen sehr spezifischen und von
anderen Parameterwerten unabhingigen Einfluf} auf die Lésungen. Der Einflufl der Masse, der
nur fiir grofle Zeiten wirksam wird, kann z.B. gut von den Brans-Dicke - spezifischen Parametern
unterschieden werden, die fiir frithe Zeiten wichtig sind.
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10.5 Konsistenztests

10.5 Konsistenztests

Wie bei der Losung der Einstein-Gleichungen soll hier ein einfacher Konsistenztest fiir die nu-
merische Simulation vorgestellt werden. Fiir £'(tg) = 0 miissen néimlich die in Abschnitt 10.2
besprochenen exakten Losungen fiir die Robertson-Walker-Metrik resultieren. Fiir die Strah-
lungslosung mufl man dabei eine numerische Integration durchfithren. Da dieses Verfahren aber
unabhéngig von der Losung des Differentialgleichungssystems ist, bleibt der Wert des Konsi-
stenztests natiirlich erhalten.

Das Ergebnis ist fiir einige ausgewéhlte Parameterwerte in dem untenstehenden Diagramm ab-
gebildet. Auch bei der Losung der Brans-Dicke-Feldgleichungen treten also (zumindest fiir diese
Parameterwerte) keine sichtbaren Fehler auf.

Das gilt auch fiir die Aquivalenz der Lésungen, wenn man po durch K pg, k' (to) durch Kk (to)
und ¢'(tg) durch VK ¢'(ty) ersetzt und zu den Zeiten t bzw. K —3¢ vergleicht (siehe Abschnitt
9.3).

Eine zum Einsteinschen Fall analoge Fehlerrechnung wurde hier nicht durchgefiihrt. Aufgrund
der Vielzahl an freien Parametern wére eine solche Untersuchung sehr aufwendig und uniiber-
sichtlich. Wegen der strukturellen Ahnlichkeit der Differentialgleichungen und der Lésung dieser
Gleichungen (es treten keine Unstetigkeiten oder Singularititen auf) kann man aber #hnlich
kleine globale Fehler erwarten.

R(t) mt exakten Loesungen

[ ] T T T T T

le+12 =

le+10

1le+08

1le+06 -

g Phi = 0.01, Phi’ = 1 ——
le+04 T exakt o —
-l Phi = 1, Phi’ = -1e3 ------
exakt +
Phi = 1e3, Phi’ = -1e3 --—
exakt m] _
100 Phi = 1e3, Phi’ = i -
i exakt <
ki Fri edmann
18 -
1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [ s]
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

10.6 Der zeitliche Verlauf fiur m =0

Gerade fiir frithe Zeiten ist man bei der Untersuchung der Lésungen der Brans-Dicke-Feldglei-
chungen auf die Ergebnisse der numerischen Simulation angewiesen, da die in Abschnitt 10.3
vorgestellten Naherungslosungen nur fiir grofie Zeiten und kleine Anisotropien niitzlich sind.
Aufgrund der dort festgestellten asymptotischen Eigenschaften kann man aber gewisse typische
Werte fiir die freien Parameter auswéhlen. So werden als Anfangsbedingungen fiir ¢(tp) im
folgenden die Werte

p(to) = 0.01, p(t) =1, @(ty) = 10°

fiir verschiedene ¢'(tg) untersucht. Wie sich herausstellt, ist der Einfluf des Vorzeichens von
¢'(to) fiir alle untersuchten Grofien und Parameterbereiche vernachlissigbar klein. Aus diesem
Grund werden mit Ausnahme der ersten Diagramme nur die Losungen fiir positive ¢'(#) dar-
gestellt, um die Diskussion iibersichtlich zu halten.

Die Abhingigkeit der Losungen von der durch £'(ty) spezifizierten Anfangsanisotropie ergibt
sich analog zum Einsteinschen Fall und wird hier nicht im einzelnen untersucht. Als typische
Werte wurden

E'(to) = +10%, k' (tg) = —10?

ausgewihlt. Wie schon im vorigen Kapitel wird hier und im folgenden die Einheit s~! weggelas-
sen.

Wie sich zeigen wird, 148t sich der Effekt einer gefinderten Kopplungskonstanten in der Ver-
stirkung bzw. Abschwiichung des Einflusses von |¢/(#g)| festmachen. Sofern nicht ausdriicklich
ausgezeichnet, werden die Losungen fiir w = 500 gewonnen (der kleinste mit den heutigen
Beobachtungen vertrigliche Wert).

Dieses scheinen starke Einschrinkungen fiir die Erfassung der systematischen Einfliisse der frei-
en Parameter zu sein. Wie bereits in Abschnitt 10.4 angedeutet 148t sich aber der Einfluf} jedes
Parameters relativ eindeutig festmachen. Daher kénnen die gewonnenen Ergebnisse zwar nur
an den hier untersuchten Parameterbereichen festgemacht werden, es ergeben sich aber keine
grundsétzlichen Beschrinkungen der Aussagen. Auflierdem wiirde die Dokumentation einer syste-
matischen Untersuchung aller Parametergrofien den Rahmen dieser Arbeit bei weitem sprengen.
Wie schon im vorigen Kapitel markiert der Pfeil an der Zeitachse den Zeitpunkt 6 - 10'7 s. Die
Groflen ¢ und ¢’ werden in den Diagrammen durch ,Phi“ und ,Phi’ “ bezeichnet. Aulerdem
wird bei der Angabe der Anfangsbedingungen der Zeitpunkt ¢y nicht mehr explizit vermerkt.

Zunéchst soll untersucht werden, welcher Zeitverlauf sich fiir k£ ergibt. Dabei zeigen die Diagram-
me 1-3 den EinfluB von positiven ¢'(¢y) und die Diagramme 4-6 den von negativen. Wie man
sieht, spielt das Vorzeichen von ¢'(ty) tatsiichlich eine vernachlissigbare Rolle. Das wichtigste
Ergebnis besteht aber darin, daf sich k£ im Laufe der Zeit wie im Einsteinschen System dem Wert
1 néhert, so dafl die Metrik asymptotisch isotrop wird. Dabei ist die Anfangsanisotropie umso
ausgepragter, je kleiner |¢'(to)| ist. Die GroBenbereiche von |¢'(tg)|, die sich in einer relevanten
Verénderung von k(t) bemerkbar machen und die daher jeweils fiir die Darstellung ausgewihlt
wurden, sind dabei von der Gréfie von ¢(ty) und £'(¢y) abhingig (in den Feldgleichungen taucht
¢’ ja auch nur in dem Term % auf).

Die Abhéngigkeit vom Kopplungsparameter w wird in den Diagrammen 7-9 illustriert. Dabei
wurden relativ groie Werte fiir ¢'(ty) gewéhlt, um den Einfluf} deutlicher zu machen. Der Kopp-
lungsparameter geht ndmlich nur iiber %(%)2 in die Feldgleichungen ein. Wie zu erwarten war,
hat ein gednderter Wert von w den gleichen Effekt wie ein anderes ¢'(t).
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10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

[1 k(t) fuer Phi = 0.01 und positive Phi’
T T T T T
le+10 k’ = +le4, Ei nstein u
Phi'® = 0 ---—-
Phi' = 10 ------
Phi’ = 1le2
le+08 k' = -1e2, Phi’ = 1 -—— |
Phi' = 0.1 ---
Phi’ = 0]
le+06 Ei nstein n
le+04 4
le+02 -
1
le-02 -
le- 04 4
le-06 -
le-08 -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
(1 k(t) fuer Phi = 1 und positive Phi’
T T T T T
le+10 k' = +1le4, Ei nstein -
Phi’ = 1e2 -----
Phi’ = 1e3 ------
k' = -1e2, Phi’ = le2 - n
le+08 | Phi’ = 10 ---
Phi’ = 1 ---
Ei nstein
1le+06 -
le+04 u
le+02 -
1
le-02 B
le- 04 u
le-06 B
le-08 B
L L L L L
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
[1 k(t) fuer Phi = 1e3 und positive Phi’
T T T T T
le+10 k'’ = +le4, Phi’ = 0 — 4
Phi’ = le5 -
le+08 _1e2, 1
le+06 -
le+04 -
le+02 -
1
le-02 -
le- 04 -
le- 06 4
le-08 4
1 1 1 1 1

10 le+5 le+10 le+15 1le+20 [s]

Diagramme 1-3

95



10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen
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[]
le+10

le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

[1
le+10

le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

[]
le+10

le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

[s]

[s]

k(t) fuer Phi = 0.01 und negative Phi’
T T T T
- k' = +1e4, Ei nstein .
Phi’ = 0 --——-
Phi’ =
L Phi’ = |
k' = -1e2, Phi’ =
Phi’ =
Phi’ =
Ei nstein 7
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20
k(t) fuer Phi = 1 und negative Phi
T T T T T
- k’ = +1le4, Ei nstein -
Phi’ = -1le2 -—--
Phi’ = -1e3 -
L k' = -1e2, Phi’ = -1e2 |
Phi’ = -10 ---
Phi’ = -1 -
Ei nstein
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 1e+20
k(t) fuer Phi = 1e3 und negative Phi
T T T T
- k' = +1le4, Phi = o — 4
i = -1le5 --——-
i = -1e6 ------
i nstein n
i nstein
i’ -le4 -----
-1e3 -
P o - u
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20

Diagramme 4-6
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[]
le+10

le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

[1]
le+10

1le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

[]
le+10

le+08

le+06

le+04

le+02

le-02

le- 04

le- 06

le-08

10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

k(t) fuer Phi = 0.01 und versch. w
T T T T
k' = +l1le4, Phi’ = 10, w = -
w =
w =
k' = -1e2, Phi’ = 0.1, w = N
w =
w =
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
k(t) fuer Phi = 1 und versch. w
T T T T T
k'’ = +1e4, Phi’ = 1le3, w = _
w =
w =
k’ = -1e2, Phi’ = 10, w = ]
w =
w =
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
k(t) fuer Phi = 1e3 und versch. w
T T T T
k’ = +l1le4, Phi’ = 1le6, w = -
w =
w =
k' = -1e2, Phi’ = le4, w = n
w =
w =

10

le+5

le+10

Diagramme 7-9

le+15 le+20 [s]
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

Die Ubereinstimmung mit der Niherungslosung (9.4) soll hier nur an zwei typischen Fillen
demonstriert werden:

[1 k(t) fuer k' = +le4, Phi = 1, Phi’ = 1le3
T T T T T
k(t) —
Naeherung ¢

le+13 le+15 le+17 le+19 le+21 [s]

[1 k(t) fuer k' = -1e2, Phi =1, Phi’ =1
T T T T T T

k(t) —
Naeherung ¢

le+11 le+13 le+15 le+17 ‘ le+19 le+21 [ s]

Diagramme 10,11
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10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

Die zeitlichen Verldufe der Metrikfunktionen A und B zeigen fiir frithe Zeiten einige interes-
sante Eigenschaften, die beim Einsteinschen System nicht auftreten und auch nicht durch die
Uberlegungen in Abschnitt 10.3 eingefangen werden. Bei der Darstellung wurden zusétzlich
die Zeitverldufe der Friedmann-Losung (~ v/t — t,) und der Brans-Dicke-Losung fiir verschwin-
dene Anfangsanisotropie eingezeichnet (letztere konnten unabhéingig mit Hilfe der Ergebnisse
von Abschnitt 10.2 gewonnen werden). Die Diagramme 12-15 zeigen zunéchst den Verlauf fiir
©(to) = 0.01 und jeweils zwei verschiedene Werte von ¢ (tg).

A und B fuer k' = +1e4, Phi = 0.01, Phi’ =0
[1 T T T T T

le+12 | -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k’ = +1le4, Phi = 0.01, Phi’ = 10
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

1le+08

1le+06

le+04

100

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 12,13
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

A und B fuer k'’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ =0
[] T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0.1
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 14,15

Abgesehen von dem starken anféinglichen Anstieg von R(t) ist dabei vor allem der Verlauf von
A(t) und B(t) fiir k'(tg) = +10* bzw. k' (tg) = —10% und ¢'(tg) # 0 auffillig. Im Gegensatz
zum Einsteinschen System steigen sie ndmlich zunichst stark an, um dann eine gewisse Zeitlang
fast konstant zu bleiben (k'(ty) = +10%) bzw. nur schwach anzusteigen (k’(tg) = —10?). Dieses
Phinomen zeigt sich auch fiir ¢(¢y) = 1 in den Diagrammen 16-19 und fiir p(ty) = 10? in den
Diagrammen 20-23. Fiir ¢(tg) = 10® und kleine ¢'(¢y) zeigt die durch R beschriebene Lésung
mit verschwindender Anfangsanisotropie aulerdem ein anderes Verhalten als bei den anderen
Parameterbereichen. Hier bleibt R zuniichst konstant und expandiert dann mit der gleichen
Zeitentwicklung ~ /t — t, wie die Friedmann-Losung.
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10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

A und B fuer k' = +l1le4, Phi = 1, Phi’ = 1le2
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

1le+08

1le+06

le+04

100

0. 01

10 le+5 le+10 le+15 \ le+20 [s]

A und B fuer k' = +l1le4, Phi = 1, Phi’' = le3
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

0.01 | B

10 le+5 1le+10 le+15 1e+20 [s]

A und B fuer k? = -1e2, Phi =1, Phi’ =1
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

1e+08

1e+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 16-18
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 10
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

1e+08

1e+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k' = +l1le4, Phi = 1e3, Phi’ =0
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

0. 01

10 le+5 1le+10 le+15 1le+20 [s]

A und B fuer k' = +1le4, Phi = 1e3, Phi’ = 1le6
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

)

R(t), k=0 o
Fri edmann -

0.01 4

10 le+5 le+10 le+15 \ le+20 [s]

Diagramme 19-21
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10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

A und B fuer k' = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ =0
[] T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k? = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 1le4

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 22,23

In den Diagrammen 24-29 wird der Einflufl der Kopplungskonstante w illustriert. Auch hier
gleicht er dem eines geéinderten ¢'(ty) - Wertes. Qualitativ neue Zeitverliufe ergeben sich nicht.
Aus dem Verlauf der Hubble-Parameter lassen sich keine neuen Informationen gewinnen, er ist
bereits grundséatzlich aus den Diagrammen 12-23 ablesbar und wird hier daher nicht dargestellt.
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

A und B fuer k’ = +1le4, Phi = 0.01, Phi’ = 10, w = 1le2/1le4
[1 T T T T T

le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1k B(t), w= 1e2 — -
e w = 1e4 ---——-
A(t), w= led4 ------
w = le2
0.01 Fri edmann -
1 1 1 1 1
10 le+5 1e+10 le+15 \ le+20 [s]
A und B fuer k' = +l1le4, Phi = 1, Phi' = 1le3, w = 1le2/ 1le4
[1 T T T T T
le+12 -

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1F B(t), w= 1le2 — -
w = le4 -----
A(t), w = led
w = le2
0.01 | Fri edmann -
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
A und B fuer k’ = +1le4, Phi = 1e3, Phi’ = 1le6, w = 1le2/1le4
[1 T T T T T
le+12 -
le+10

le+08

le+06

le+04

100

1k o B(t), w= 1e2 — -
. - w = led4 --—-
A(t), w= led4 -
w = le2
0.01 Fri edmann -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 \ le+20 [s]

Diagramme 24-26
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le+12

le+10

1le+08

1le+06

le+04

100

[1
le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

le+12

le+10

1le+08

1le+06

le+04

100

10.6 De

A und B fuer k = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0.1, w=1

r zeitliche

e2/ 1le4

Verlauf fiir m =0

o A(t), w= le2 — -~
w =
B(t), w=
w =
- Fri edmann -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 ‘ le+20
A und B fuer k' = -1e2, Phi = 1, Phi’' = 10, w = le2/ le4

A(t), w= -
w =
B(t), w=
w =
o Fri edmann -
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 le+20
A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = le4, w = 1le2/1le4

A(t),
B(t),

Frie

le2 —

ggsgse
e

Q

mann

10

le+5 le+10 le+15

Diagramme 27-29

le+20
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

Die Zeitverldufe von D(InT) und vom Anisotropieparameter sind hier ganz analog zum Ein-
steinschen System, da k(#) auch hier durch die Naherungslosung (9.4) beschrieben wird (siehe

Diagramme 10 und 11). Auf ihre Darstellung wurde daher verzichtet.

Ein interessantes Phinomen kann man dem Verlauf von e®
entnehmen. Ein grofler Wert von ¢'(to) fithrt ndmlich zunichst zu einer stirkeren Expansion,
dann kehrt sich der Effekt um und fiir grofie Zeiten ist e® fiir kleine ¢'(tg) grofier. Die Unter-

schiede sind dabei aber nur minimal.

0. 01

(A B*2)~1/3 fuer k’ = +1e4, Ph
[1 T T T
le+12
le+10
le+08
le+06

le+04

100

Fri edmann

le+10

+1e4, Phi

le+15

le+20 [s]

(A B"2)~1/3 f?er k' =
le+12
le+10
le+08

le+06

le+04

100

Phi

Fri edmann

le+10

Diagramme 30,31
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le+15

le+20 [s]

= (AB?)3 in den Diagrammen 30-35



le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

le+12

le+10

1le+08

1e+06

le+04

100

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

10.6 Der zeitliche Verlauf fiir m =0

(A B*"2)~1/3 fuer k' = +led4, Phi = 1le3
T

Phi

1 -
Fri edmann &

le+10 le+15 1e+20 [s]

(A B*2)71/3 fuer k¥ = -1e2, Phi = 0.01

Phi’ = 10 — A
1

0.1 ------
Fri edmann <

le+10 le+15 le+20 [s]

(A B*"2)"~1/3 fuer k¥ = -1e2, Phi =1
T

Phi’ = 1e2 — -
10 -

1 eeeee
Fri edmann &

le+10 le+15 1e+20 [s]

Diagramme 32-34
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10. Lésung

le+12
le+10
le+08
le+06
le+04

100

der Brans-Dicke-Feldgleichungen

(A B*2)n1/3 fuer k¥ = -1le2,
T

Phi = 1e3

Fri edmann

10 le+5 le+10

Diagramm 35

10.7 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

Eine nichtverschwindende Masse macht sich fiir m > T bemerkbar. Der Zeitverlauf fiir frithe
Zeiten ist daher mit dem fiir m = 0 identisch und wird nicht noch einmal dargestellt.

Nach den Untersuchungen in Abschnitt 10.3 kann man erwarten, daf§ k(¢) einen konstanten
Verlauf nimmt, wenn die Masse wirksam wird. Tatséchlich kann man dieses in den Diagrammen

36-38 beobachten.

[1
le+10

le+08

le+06

le+04

le-02

le- 04

le- 06

le-08

k(t) fuer m= 10 eV, Phi = 0.01
T T T T
L k' = +le4, Phi’ = 0 —
Phi’ = 10 -----
Phi’ = -10 ------
B k' = -1e2, Phi’ = 0.1 i
Phi’ = -0.1 ———
Phi’ = 0 ---
le+02 | -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20
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le+15

le+20

[s]

Diagramm 36

[s]



10.7 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

k(t) fuer m= 10 eV, Phi =1
[1] T T T T T
le+10 k' = +le4, Phi’ = 1le2 — |
Phi’ = 1e3 ---—
Phi’ = -1e3 ------
k' = -1e2, Phi’ = 10 |
le+08 Phi’ = 10 ---
Phi’ = 1
1e+06 E
le+04 _
1e+02 | =" E
L T R S S
le-02 f B
le-04 | -
le- 06 T
le-08 T
. . . . .
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
k(t) fuer m= 10 eV, Phi = 1le3
[1 . T T T T
1e+10 k’ = +l1le4, Phi’ = 1e3 — 4
Phi’ = -1e6 ---—
Phi’ = 1e6 -—----
k' = -1le2, Phi’ = le4 i
le+08 Phi’ = -le4 --—-
Phi’ = 1e3
1e+06 T
le+04 4
le+02 ‘~\~fj;\ 4
le-02 | e e E
le-04 | T -
le-06 e
le-08 | T e
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 37,38

Die Zeitverlaufe von A und B werden in den Diagrammen 39-44 fiir einige typische Parameter-
werte illustriert. Sie zeigen vor allem die geinderte Zeitentwicklung ~ (¢ — t*)% fiir m > T¢ .
Fiir frithe Zeiten ergeben sich aber keine Anderungen zum Fall m = 0.

Der genaue Verlauf des Abfalls der Anisotropie ist anschlieBend in den Diagrammen 45-50 dar-
gestellt. Die Grofle der Masse legt dabei erwartungsgeméf lediglich den Zeitpunkt fest, an dem
die Masse spiirbar wird. Hier taucht wieder das Problem auf, daf aufgrund von Rundungs-
fehlern nicht alle Losungen bis 1022 s verfolgt werden kénnen. Man kann auBerdem sehen, daf
alle Losungen das gleiche Abfallverhalten haben, wobei die Ubereinstimmung mit dem Verlauf
~ t~2 (siehe Abschnitt 10.3) fiir einige typische Parameterwerte in den Diagrammen 51 und 52
demonstriert wird.
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

A und B fuer k¥ = +1le4, m= 10 eV, Phi = 0.01, Phi’ =0
[1 T T T T T —

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

0.01 | u

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

A und B fuer k' = +1le4, m= 10 eV, Phi = 1, Phi’' = 1le2
[] T T T T T 7

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

0. 01

10 le+5 1le+10 le+15 1le+20 [s]

A und B fuer k’ = +1e4, m= 10 eV, Phi = 1e3, Phi’ =0
[1 T T T T T

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

0. 01

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 39-41
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10.7 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

A und B fuer k¥ = -1e2, m= 10 eV, Phi = 0.01, Phi’ =0
[1 T T T T T

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

1 -
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]
A und B fuer k¥ = -1e2, m= 10 eV, Phi =1, Phi’ =1
[] T T T T T
+
le+12
le+10
le+08
1le+06
le+04 | ///
// +
/ A(t
/ T e B(t) -
100 t/ T oo R(t), m= 0, =0 ©° -
° R(t), Staub, k'= 0 +
Fri edmann --—-
14 .
L L L L
10 le+5 le+10 le+15 1e+20 [s]
A und B fuer k’ = -1e2, m= 10 eV, Phi = 1e3, Phi’ =0

[1 T T T T = -

le+12

le+10

le+08

le+06

le+04

100

10 le+5 le+10 le+15 le+20 [s]

Diagramme 42-44
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10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

112

[1
100

le- 04

le- 06

le- 08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

[1
100

le- 04

le- 06

le-08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

[1
100

0. 01

le- 04

le- 06

le-08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

AP fuer k'’ = +le4, Phi = 0.01, Phi’ = 0 und versch. m

10

le+5 le+10 le+15

AP fuer k' = +l1le4, Phi = 1, Phi’ = 1e2 und

versch. m

[s]

m= 0.01 eV —
- om = 1 N
m= 10 -
| m= 100 eV - i
L L L L L
10 le+5 le+10 le+15 1e+20
AP fuer k'’ = +le4, Phi = 1e3, Phi’ = 0 und versch. m
T T T T T
m= 0.01 eV —
T m= 1 -
m= 10
|l m= 100 eV - u
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20

Diagramme 45-47

[s]



[1
100

le- 04

le- 06

le- 08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

[1
100

le- 04

le- 06

le-08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

[1
100

0. 01

le- 04

le- 06

le-08

le-10

le-12

le-14

le-16

le-18

zeitliche Verlauf fiir m # 0

[s]

10.7 Der
AP fuer k'’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0 und versch. m
T T T T T
m= 0.01 eV — «
m = 1
m= 10 .
m = 100 eV - u
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20
AP fuer = -1e2, Phi = 1, Phi’ 1 und versch. m

[s]

m= 0.01 eV —

m = 1 7
m= 10

m= 100 eV - i
L L L L L

10 le+5 le+10 le+15 1e+20

AP fuer k'’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 0 und versch. m
T T T T T
AN

m= 0.01 eV —

m = 1 7
m= 10

m= 100 eV - 4
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20

Diagramme 48-50

[s]

113



10. Lésung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

[1

AP fuer

K’

= +led4 mt

Ver gl ei chsl oesungen

100 —
l —
0.01 _
le-04 _
le- 06 -
le-08 _
le-10 —
le-12 . B
Phi le3, Phi’ = 0, m= le2 eV — ok,
le-14 ClL/ tn2 > 8"
Phi .01, Phi’ = 0, m= 1 eV - =k,
c2/ th2 o+ N,
_ . Phi 1, Phi’ = 1e2, m= 10 eV -~ N Ny
le-16 C3/ tn2 O Em +
%{}
le-18 D*+ B
B+
1 1 1 1 1 4
10 le+5 le+10 le+15 le+20
[1 AP fuer k? = -1e2 mit Vergl eichsl oesungen
100 | ' T 5 ' . -
+
e
1 T~ _ -
0.01 -
le- 04 _
le- 06 _
le-08 -
le-10 B
le-12 —
1e3, Phi’ [0}
L clL/ tn2 &
le-14 Phi = 1, Phi' = 1, m= 10 eV -
Phi = 0.01, Phi’ = 0, m= 1 eV
le-16 2/ trhz o+
le-18 +
o
L
4
1 1 1 1 1
10 le+5 le+10 le+15 le+20
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10.7 Der zeitliche Verlauf fiir m # 0

Zusammenfassung der Zeitverlaufe

Nach den Ergebnissen der beiden letzten Kapitel kann man die Zeitentwicklung der in dieser
Arbeit betrachteten Losungen der Einsteinschen und der Brans-Dicke-Feldgleichungen durch die
untenstehenden Grundaussagen charakterisieren. Wie am Anfang von Abschnitt 9.5 angespro-
chen wére eine Diskussion der genauen Zahlenwerte der beschriebenen Groflen wenig sinnvoll.

e Fiir grofie Zeiten geht e* = (ABQ)é in den Zeitverlauf der Friedmann-Loésung

e* ~ Vt—1,

iiber. In der Einstein—lTheorie ergibt sich fiir m = 0 auflerdem die gleiche Proportiona-
litéitskonstante (4£py)7 wie bei der Friedmann-Losung.

Fiir frithe Zeiten kommt es zunéchst zu einem iiberméfig starken Anstieg von e®, der umso
grofler ist, je grofler die Anfangsanisotropie gewéhlt wurde. Der Effekt ist allerdings nicht
sehr grof.

e Die Grofe £ = % strebt fiir grofle Zeiten einem konstanten Wert zu. Im Fall m = 0
ist dieser Wert gleich 1, so daf§ die Metrik asymptotisch eine euklidische Form annimmt.
Abhéngig von der Wahl der Anfangsanisotropie kann k aber fiir frithe Zeiten zunéchst auf
sehr grofle Werte ansteigen (k'(fg) > 0) oder sehr kleine Werte abfallen (k'(t9) < 0).

e Die durch k spezifizierte Temperaturanisotropie fillt nach dem anfinglichen Anstieg in
den ersten Sekundenbruchteilen fiir m = 0 im Laufe der Zeit auf sehr kleine Werte ab.
Dabei hiingt der heutige Wert aber stark von der Grofle der gewihlten Anfangsanisotropie
ab. Fiir m # 0 bleibt die Temperaturanisotropie fiir m > T¢ konstant und hat daher
heute im Vergleich zum Fall m = 0 einen wesentlich gréfleren Wert.

e Auch der Anisotropieparameter zeigt einen abfallenden Verlauf. Fiir m # 0 ist der Abfall
sogar stirker als fiir m = 0.

e Die in der Brans-Dicke-Theorie auftretenden Parameter ¢(y), ¢'(tp) und w beeinflussen
in erster Linie die Groe der Anfangsanisotropie und fiithren nur fiir kleine Zeiten zu kom-
plizierteren Zeitverldufen. Sie bestimmen aber die Gréfle der Proportionalitdtskonstante
von e®.
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Zusammenfassung und Ausblick

Abschlieend sollen die grundlegenden Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefafit werden.

In Teil T wurde zuniichst die Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs (EGS) in einer etwas adiqua-
ter scheinenden Darstellung vorgestellt. Dann wurde ihre mégliche Verallgemeinerung auf duflere
Felder untersucht. Im Fall des elektromagnetischen Feldes kénnen zwar viele Folgerungen aus
der Liouville-Gleichung aufrecht erhalten werden (fiir den Fall, dal die Teilchen eine nichtver-
schwindene Ruhemasse haben, wurde dieses schon in [35] gezeigt), die Feldgleichungen liefen
sich aber nicht wie in EGS vereinfachen. Das gilt auch fiir die Losungen der Brans-Dicke-Theorie,
die der Einsteinschen Theorie mit einem duflerem Skalarfeld entspricht. Fiir den Fall eines (in
Abschnitt 6.2 spezifizierten) Skalarfeldes konnte aber in dieser Arbeit unter gewissen Vorausset-
zungen eine zu EGS analoge Argumentation durchgefiihrt werden. In einem Unterfall resultierte
die Robertson-Walker-Metrik mit einer verdnderten Zeitentwicklung. Wenn man eine direkte
Kopplung des Skalarfeldes an die Materie erlaubt, lieflen sich analoge Ergebnisse nur unter sehr
starken Annahmen gewinnen.

Auch wenn eine grundlegende Verallgemeinerung der Arbeit von EGS (z.B. auf andere Eigen-
schaften der Verteilungsfunktion) sehr schwierig ist, konnte somit in dieser Arbeit gezeigt werden,
in welchem Rahmen die bisher noch nicht durchgefiihrte Verallgemeinerung auf duflere Felder
moglich ist.

Inhalt von Teil II war die Untersuchung der zeitlichen Entwicklung der axialsymmetrischen
Bianchi I - Metrik ds? = —dt? + A(t)? dz? 4+ B(t)? (dy? + dz?) als Losung der Einsteinschen und
der Brans-Dicke-Feldgleichungen. Der Energie-Impuls-Tensor wurde im Rahmen der Kinetischen
Theorie durch eine Integration iiber die Verteilungsfunktion gewonnen. Diese leitete sich aus der
Forderung ab, daf§ sie die Liouville-Gleichung erfiillt und von den Raumzeitsymmetrien der
Metrik invariant gelassen wird. Auch fiir die (richtungsabhéngige) Temperatur der Teilchen liefy
sich so ein Ausdruck gewinnen. Fiir die Feldgleichungen konnten nur N&herungslésungen fiir
kleine Anisotropien angegeben werden.

Diese Ausfithrungen waren schon vor dieser Arbeit bekannt ([24], [33]). Eine ausfiihrliche Dis-
kussion der Zeitverldufe unter Einbeziehung des Falls m # 0 wurde aber bisher anscheinend
noch nicht vorgenommen. Die Niherungslésungen fiir die Einsteinschen Feldgleichungen konn-
ten auBerdem unter gewissen Einschrinkungen auf die Brans-Dicke-Feldgleichungen iibertragen
werden. Hauptinhalt dieser Arbeit war aber die (moglichst vollstéindige) Diskussion der Losungen
der Feldgleichungen mit Hilfe einer numerischen Simulation auf dem Computer. Diese Losungen
charakterisieren ganz allgemein die Zeitentwicklung eines Fermionen- oder Bosonengases und
sind nicht auf das in [24] und [33] betrachtete Neutrinogas beschréinkt.

Dabei wurden in dieser Arbeit die folgenden grundlegenden Eigenschaften gefunden: Der Zeit-
verlauf des ,Gesamtskalenparameters® (ABQ)% gleicht fiir grofle Zeiten unter gewissen Ein-
schrinkungen dem der Friedmann-Loésung. Die Anfangsanisotropie in Form der Temperaturani-
sotropie und des Anisotropieparameters klingt fiir ruhemasselose Teilchen schnell ab. Fiir m # 0
gilt dies nur fiir den Anisotropieparameter. Die Temperaturanisotropie bleibt in diesem Fall
selbst fiir kleine Massen sehr grofl. Der heutige Wert dieser Gréflen hingt stark von der Grofie
der Anfangsanisotropie ab. Fiir frithe Zeiten kénnen sich (auch fiir eine Kopplungskonstante
w > 500 !) groBe Unterschiede zwischen dem Einsteinschen und dem Brans-Dicke-System erge-
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ben.

Die Brans-Dicke-Feldgleichungen wurden bisher in diesem Rahmen anscheinend iiberhaupt noch
nicht untersucht. Insbesondere die in dieser Arbeit gefundene Tatsache, dafl ihre Losungen viele
Charakteristika mit den Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen teilen, z.B. den Ubergang
in das Friedmann-Modell (mit gewissen Einschrinkungen), ist dabei ein sehr interessantes Er-
gebnis.

Natiirlich kann das hier untersuchte System nicht als ein realistisches kosmologisches Modell
dienen. Der Einflufl anderer Teilchen wurde ebensowenig betrachtet wie z.B. Viskositéts-Effekte.
Die festgestellten Eigenschaften geben aber zu der Hoffnung Anlaf}, dafl das untersuchte System
im Rahmen eines umfassenderen Modells, in dem sicherlich auch Loésungen der Boltzmann-
Gleichung betrachtet werden miissen, Anwendung finden kann.

Die hier behandelten Themen werfen auflerdem einige interessante Fragen auf, die abschlieflend
formuliert werden sollen:

e Gibt es zu der Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs analoge Resultate, mit denen man die
Form der Metrik aus der Verteilungsfunktion ableiten konnte? Wére eine solche Ableitung
eindeutig, d.h. wiirde die Form der Verteilungsfunktion auch aus der Wahl der Metrik
folgen?

e Welche exakten Losungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen gibt es 7 Kénnen
sie ein neues Licht auf derzeitige Probleme der Kosmologie werfen?

e Kann die Brans-Dicke-Theorie ein ebenso konsistentes Bild fiir das Universum liefern wie
die Einsteinsche Theorie? L&afit sich aufgrund von kosmologischen Beobachtungen eine
Entscheidung zwischen diesen Theorien fillen?

e Ein Resultat dieser Arbeit war die starke Abhéngigkeit der Temperaturanisotropie von der
Grofle der Ruhemasse der Teilchen. Daher wird man zu der folgenden Spekulation gefiihrt:
Konnte man durch eine Vermessung der Neutrino-Hintergrundstrahlung Aussagen iiber die
Ruhemasse dieser Teilchen treffen?

Dabei sollte aber nicht vergessen werden, daf sich die Kosmologie erst in jiingerer Zeit als
physikalische Theorie etabliert hat und dafl schon oft sicher geglaubte Erkenntnisse einem neuen
Bild des Universums weichen muften.
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A. Spezielle Kapitel

A.1 Der kovariante Lagrange-Formalismus

Die Ausfiithrungen in diesem Abschnitt entstammen [32] und [26].
In der ART ergibt sich das Wirkungsintegral I durch eine Integration iiber eine Raumzeitregion
Q aus der Lagrange-Dichte L:

I:/cmmi
Q

Dabei kann £ von der Metrik und von Materiefeldern abhingen. Um einen kovarianten Ausdruck
zu erhalten, muf} £ ein Produkt aus einem Skalar L und \/—g sein (y/—g dz"123 ist ein invariantes
Volumenelement).

Nun soll versucht werden, die Einsteinschen Feldgleichungen aus einer méglichst einfachen Form
fiir L durch eine Variation bzgl. der Metrik abzuleiten. Das Hamiltonsche Prinzip fordert

Mzd/jhﬁZMM%zo
Q

mit g, als dynamischer Variable. Die Variationen 6gq, und dgep,. sollen auf dem Rand von €2
verschwinden.

Dabei liegt es nahe, L als Summe aus einem Term Ljs, der die Materie spezifiziert, und einem
Skalar L, zu schreiben, der das reine Gravitationsfeld beschreibt und im Gegensatz zu L),
die ersten und zweiten Ableitungen der Metrik enthélt. Dieser Annahme liegt das Prinzip der
minimalen Kopplung zugrunde. Als einfachste Méglichkeit fiir L, bietet sich der Ricci-Skalar R
an. Somit kann man dem Variationsprinzip die Form

1
6/ (§R+ kL) v/—gdz??? =0
Q
geben, wobei k eine Kopplungskonstante ist und der Faktor % nur aus Konventionsgriinden
aufgenommen wurde.
Tatséchlich liefert die etwas langliche Durchfithrung der Variation (z.B. [32]) die Einsteinschen
Feldgleichungen

Rab_%Rgab:KITab,

Wenn man

T = iaaugij):ngM+2§?Z (A.1)

als den Energie-Impuls-Tensor der Materie identifiziert. Dabei ist

oF  OF N oF

6gab . agab agab,c 'c -
Wenn Ljs neben dem Weltlinienvektorfeld u”, das die iibliche Materie spezifiziert, von einem
Materiefeld ¢ und dessen Ableitung ¢, abhéngt, liefert das Variationsprinzip auflerdem die
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A.2 Die Brans-Dicke-Theorie

oL oL

— - =0 A2

(9g0 (8()0,0,) N ( )
fiir .

Ein elektromagnetisches Feld ist z.B. durch den zusétzlichen Lagrange-Dichten-Anteil

Entwicklungsgleichung

1
L§) = —ZFabF“” + eAqu”

gekennzeichnet, der zu dem Energie-Impuls-Tensor

ab
T(Sl)

1
— Fachc o Z gachchd
und der Gleichung
Fab.b — ey

)

fiithrt.

A.2 Die Brans-Dicke-Theorie

Im Jahre 1961 formulierten Brans und Dicke [4] eine Gravitationstheorie, die die Einsteinsche
Theorie verallgemeinern und dem Machschen Prinzip Rechnung tragen sollte. Dises Prinzip sieht
die Beschleunigung beziiglich der groffirdiumigen Massenverteilung des Universums als Grund
der Massentrigheit an'. Auch die Massen der Elementarteilchen miifiten so Ausdruck einer
Wechselwirkung mit einem , kosmischen Feld“ sein. Da man experimentell nur das Produkt aus
Masse und Gravitationskonstante G messen kann, erhilt man als dquivalente Schluf3folgerung,
dal G nicht konstant ist, sondern von einem Skalarfeld ¢ abhéingt, das mit der grofiriumigen
Massenverteilung gekoppelt ist.

Die einfachste kovariante Entwicklungsgleichung fiir ein solches Skalarfeld ist

Op =%y = AT,

mit einer dimensionslosen Kopplungskonstanten A. Auflerdem nahmen Brans und Dicke aufgrund
von GréfBenabschiitzungen das Gesetz G = ¢~ ! an, was zu der Feldgleichung

K
Gab — ; (Tab + Tgb)

fithrt. Neben dem iiblichen Materie - Energie-Impuls-Tensor 7% taucht hier ein von ¢ abhingiger
Term Tgb auf.
In die Bewegungsgleichungen soll das Skalarfeld allerdings nicht eingehen, die Materie ist daher
nur indirekt (iiber die Feldgleichungen) mit ¢ gekoppelt, und es gilt weiterhin

T, =0.
Aufgrund der Bianchi-Identitat Gab;b = 0 muf} daher Gabgp;b = /@Tgb;b sein. Der allgemeinste

symmetrische Tensor, der ¢, ¢, und gp,a?b in héchstens quadratischer Ordnung enthilt und
diese Gleichung erfiillt, ist [38]

w 1 1 .
T = > (p0" = 59" 0.0 0) + > (™" — " Tp)

!Tatsichlich ist die Brans-Dicke-Theorie nicht mit allen Tdeen des Machschen Prinzip in Ubereinstimmung (z.B.
[14)]).
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A. Spezielle Kapitel

mit dem von nun an benutzten Kopplungsparameter

Insgesamt erhélt man also das folgende System von Differentialgleichungen:

K w 1 1 .
Gab - v Tab + = (go’ago’b o _gab(p’c (,O’C) + = ((P’a’b - gabEkp)
P P 2 P
K
d = T, .
v 3+2w  °

Unter geeigneten Randbedingungen geht dieses System fiir w — oo in die Einsteinsche Theorie
iiber.
Man kann die Brans-Dicke-Theorie auch aus der Lagrange-Funktion

© w
L=+—g o (R— ? QabSO,aSO,b) +vV—9Luy

ableiten, wobei Lj; der iibliche von ¢ unabhingige Materieterm ist.

A.3 Konsistenz mit den Raumzeit-Symmetrien

Hier soll eine Methode vorgestellt werden, wie man eine Losung der Liouville-Gleichung kon-
struieren kann, die mit den Symmetrien der Raumzeit vertriglich ist. Sie wurde [7] entnommen.
Wie in Abschnitt 1.3 beschrieben ist y4 := §EIA) pe eine mit dem Killing-Vektor §EIA) verkniipfte

Erhaltungsgrofie, d.h. es gilt d%yA = 0. Dabei soll A die r Killing-Vektoren der Metrik durch-
nummerieren. Daraus folgt, dafl

f = f(yla"'ayr)

eine Losung der Liouville-Gleichung dls f =0 ist.

Der entscheidende Punkt ist nun die Forderung, da nicht nur die Metrik, sondern auch die
Verteilungsfunktion f unter der (infinitesimalen) Transformation 7% = 2% + €£%(z”) invariant
sein soll. Wegen p? = %Ea =p*+ 65“,(,;0” gilt aber

of

fa®p") = f(Z*,D%) + fa(—€) £" + 3—;0“(_6) & pp" +0(e)

so daB die Forderung f(z%,p%) = f(2% p®) (unter Vernachlissigung von e2-Termen) zu

of
op®

f,a§a+ éa,bpbzo

fithrt. Diese Gleichung muf} fiir jeden der r Killing-Vektoren erfiillt sein. Wie man leicht nach-
rechnet, liefert das Einsetzen von f = f(y1,...,y,) die Gleichung

of

¢ e P’ =0, B=1,..,r.
0 (&€ Byba — EB)E(a)ba) P r

Mit den in Abschnitt 1.3 eingefithrten Strukturkonstanten KEB gilt also

— KY5yc=0, B=1,..r.
Bya ABY

Diese linearen Differentialgleichungen liefern somit eine Losung der Liouville-Gleichung , die
gleichzeitig invariant unter den Raumzeitsymmetrien ist, die durch die Killing-Vektoren be-
schrieben werden.
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A.4 Konform aquivalente Metriken
Hier sollen zwei Metriken betrachtet werden, die konform dquivalent sind:

_ 2V
Gapb = € Gab -

Offensichtlich ist

gab — 672Vgab )
Die zu g,,; gehoérenden Kriimmungsgréfien lassen sich nun mit den zu g4, gehoérenden in Beziehung
setzen. Die entsprechenden Rechnungen sind elementar und werden hier daher nicht vorgefiihrt.

Die Beziehungen lauten

Top = T +05Vy+ 65V — gap 6V

R = Rapy+2(Viap —ViaVi) + gab (°Veq +2g°V.Vy)

Gab = Gap+2(Viap —ViaV) — gap 29V a + g°V.V) .

Diese Ergebnisse lassen sich z.B. auch in [9] nachlesen.

Interessant ist nun, welche Beziehungen zwischen den Eigenschaften eines Weltlinien-Vektorfel-
des u® beziiglich g,, bzw. gq, existieren. Dazu mufl man den Ausdruck ., auswerten, wobei
hier die kovariante Ableitung bzgl. g,, gemeint sein soll und @, = ¢"u, ist. Es ergibt sich

Ty = (€ ua)p
= &Y (Vipug + tap — F(fbuc)

= € (Uap — Vigup + gapVeu®) .

Mit Hilfe dieser Formel 148t sich das folgende Lemma leicht beweisen:

Lemma 1 : Wenn fiir ein Weltlinien-Vektorfeld u® einer Metrik g, die Beziehungen o4, =
wep = 0 und 0, — %9 u, = U, gelten, dann besitzt die (zu g, konform Aquivalente) Metrik
Tup = € 2V gqp ein beziiglich §,;, kovariant konstantes Vektorfeld ,, d.h. Ugzp = 0.

Beweis : Zunichst stellt man fest, daf} u,— %6‘ uq = U4 durch Uberschieben mit u® die Gleichung
%0 = U ,u® impliziert. Setzt man dann die im Lemma gemachten Voraussetzungen in den obigen
Ausdruck fiir %,z ein, ergibt sich (durch Ersetzung von V' durch —U)

1
3

1
3
0 — U,c uc) Jab

Torp = e U (—( 0 hapy + Uiy — gap U.c u°)
1
3

Oug +Uyg)up +
= er (
= 0.

Die Niitzlichkeit dieser Beziehung wird im folgenden Lemma deutlich:

Lemma 2 : Eine Metrik, die ein kovariant konstantes Vektorfeld zulafit, 148t sich in der Form
ds? = —dt* 4+ 7y, (z*) dztdz”

schreiben.

Der Beweis ist z.B. bei [32] nachzulesen. Hier sei nur soviel gesagt, dafi die Hyperflachenortho-
gonalitit (wg = 0) gerade das Verschwinden der go,-Terme garantiert, wahrend man wegen
der Geodizitit (1, = 0) goo = —1 setzen kann. Das Verschwinden von o, und 6 liefert dann

el
920 Vi = 0
Der Ricci-Tensor einer solchen Metrik hat die Form

ROOZRO;LZO ) Ruu:Ruua
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wobei ij der Ricci-Tensor beziiglich -y, ist.
Nimmt man beide Lemmas zusammen, erhélt man schlieflich

Lemma 3 : Eine Metrik, die ein Vektorfeld u® mit o4, = wgp = 0 und u, — %0 uq = U, zuliflt,

148t sich in der Form
ds? = 2V (—dt? + (%) dztdz)

schreiben.
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B. Die Implementation des
numerischen Verfahrens

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie die numerische Loésung der Feldgleichungen
auf dem Computer bewerkstelligt wurde. Die Aufgabe bestand darin, ein System von N Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung

¥ = Fi(y;, - yn)

y;\f = FN(ylaayN)
ausgehend von den Anfangsbedingung

wto) =4 ., yn(te) =y

zu einer Zeit ty bis zu einer Zeit tg > to numerisch zu l6sen. Dieses wird als Anfangswertproblem
bezeichnet. Dabei sollen die unabhéingigen Variablen, aber auch verschiedene Gréflen, die diese
und ihre Ableitungen enthalten (z.B. Hubbleparameter, Anisotropie usw.), iiber den gesamten
Bereich von t bis ¢ graphisch dargestellt werden. Aulerdem gibt es eine Reihe von Parametern,
zu denen auch ein Teil der Anfangsbedingungen zéhlt, deren Einflufl auf die Losungen moglichst
systematisch untersucht und dargestellt werden soll.

Diese Anforderungen werden am besten durch ein (noch zu besprechendes) sebstgeschriebenes
Computerprogramm gelost, das fiir die eigentliche numerische Losung Hilfsroutinen aufruft, die
in verschiedenen Varianten in groflen Programmbibliotheken zur Verfiigung stehen. Die dar-
in benutzten numerischen Verfahren haben sich in der Praxis bewihrt und werden vor allem
beziiglich ihrer Zeiteffizienz laufend aktualisiert und verbessert.

In dieser Arbeit werden Routinen der NAG (Numerical Algorithms Group) - Bibliothek benutzt,
die in FORTRAN geschrieben wurde. Diese Bibliothek ist sehr umfangreich und es liegen viele
Erfahrungen dariiber vor. Fiir die numerische Lésung von Differentialgleichungen stellt sie drei
verschiedene Verfahren zur Verfiigung.

Das Gear-Mehrschritt-Verfahren ist speziell fiir ,steife“ Differentialgleichungen konzipiert, in
denen kleine Rundungsfehler zu grofien Fehlern fithren kénnen. Sie ist daher ziemlich langsam.
Zum Gliick gehdren keine der hier betrachten Differentialgleichungssysteme zu dieser Kategorie,
wie man auch mit Hilfe einer speziellen NAG-Routine testen kann. Das Runge-Kutta-Merson-
Verfahren eignet sich vor allem fiir einfach auszuwertende Systeme, bei denen keine hohe Ge-
nauigkeit verlangt wird. Mit den in dieser Arbeit benutzten Differentialgleichungen kommen
sie aber nicht zurecht, da die Variablen iiber viele Grofienbereiche variieren und eine hohe Ge-
nauigkeit erfordern. Mit dem Adams-Mehrschrittverfahren konnten aber alle hier untersuchten
Systeme problemlos geldst werden!. Der globale Fehler war vernachlissigbar klein (niheres zur
Fehlerbehandlung in Abschnitt 9.4 und 10.5).

! Auf einer HP 9000 (700 - Serie) dauerte ein Simulationslauf einige Sekunden bis ca. 1 Minute.
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B. Die Implementation des numerischen Verfahrens

Die mathematische Grundlage des Adams-Mehrschrittverfahrens soll hier nicht besprochen wer-
den, sie kann an vielen Stellen nachgelesen werden (z.B. [13], [10], [11]). Fiir die Durchfithrung
der numerischen Simulation mit Hilfe der NAG-Routinen war ihre Kenntnis nicht nétig, was im
Grunde nur die immer besser werdende Versorgung mit Hilfsprogrammen wiederspiegelt?.

Um die graphische Darstellung der Losungen moglicht flexibel zu halten, wurden die Werte
der interessierenden Grofien in einem bestimmten zeitlichen Abstand mitsamt den Zeitpunkten,
an denen sie ausgewertet wurden, in Dateien geschrieben. Spéter konnten sie dann mit dem
Plotprogramm Gnuplot dargestellt werden.

Das selbstgeschriebene Programm wurde in der Programmiersprache C geschrieben, da C ei-
ne modernere und flexiblere Sprache als FORTRAN ist, und weil ich selber mit C viel mehr
Ubung und Erfahrungen hatte. Der Aufruf der in FORTRAN geschriebenen NAG-Routinen
funktionierte bis auf einige implementationsspezifische Details? reibungslos.

Die Aufgabe des selbstgeschriebenen Programms besteht darin, die fiir die numerische Losung
der Differentialgleichungen notwendigen Parameter bereitzustellen, die eigentliche Berechnung
mit Hilfe der NAG-Routinen durchzufithren und die Ubertragung der berechneten Werte in
Dateien zu organisieren. Dabei sollen viele dieser Parameter wihrend der Ausfithrung des Pro-
gramms verdnderbar sein, da es natiirlich viel zu umsténdlich und langwierig wéire, jedesmal das
Programm neu zu compilieren.

Wie in fritheren Kapiteln besprochen sind folgende Grofien fest: Der Zeitpunkt tg = 2 s, an dem
die Berechnung starten soll, der Zahlenwert von py (siehe Abschnitt 8.3) sowie die Anfangsbe-
dingungen A(ty) = 1 und B(tg) = 1. Der Endzeitpunkt ¢tz = 10?2 s steht zwar eigentlich auch
fest, fiir die flexible Steuerung der Ausgabe ist es aber oft sinnvoll, die Berechnung in Etappen
durchzufiihren, so daf ¢tg frei verinderbar gew&hlt wurde.

Eine entscheidende Bedeutung haben die Gréflen, deren Einfluf auf den Zeitverlauf der Losungen
systematisch untersucht werden soll. Neben der durch &' (#;) festgelegten Anfangsanisotropie sind
dieses die Masse m (fiir m # 0) und fiir das Brans-Dicke-System die Anfangsbedingungen ¢(t),
¢ (tg) und der Kopplungsparameter w.

Fiir die Steuerung der Ausgabe muf} die Méglichkeit bestehen, einen Dateinamen zu wéhlen und
sich zwischen der Ausgabe auf den Bildschirm und in die Datei entscheiden zu k6nnen. Auflerdem
ist die Anzahl der auszugebenden Datenpunkte bis zum Zeitpunkt ¢ in dem Programm frei
wahlbar. Fiir die letzendlich in dieser Arbeit verwendeten Dateien wurde dabei die folgende
Wahl getroffen, die sich aus der Tatsache begriindet, daf} viele Gréflen in den ersten 0.01 —0.1s
die grofite Variation haben: Von 2.0 s bis 2.01 s werden 100 Datenpunkte ausgegeben, von 2.01 s
bis 2.1 s ebenfalls 100 und von 2.1 s bis 10*? s sind es 400.

Die hier verwendete NAG-Routine DO2CBF erfordert eine Reihe von Ubergabeparametern, wie
man an der folgenden Deklarationssyntax sehen kann. Dabei werden Variablenfelder durch eckige
Klammern gekennzeichnet und Funktionen durch runde. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird
dabei hier und im folgenden nicht zwischen Variablen und Variablenadressen unterschieden.

void DO2CBF(  double ¢_anfang, double t_ende, long dimen, double var [,
double eps, long eps_modus, void Ableitung (),
void Output (), double a_feld [], long eps_status)

Neben den Berechnungsgrenzen t_anfang und t_ende, der Dimension des Differentialgleichungs-
systems dimen und dem Feld wvar[] mit der Dimension dimen, in dem die Werte der freien
Variablen stehen, werden zwei Parameter eps und eps-modus zur Steuerung der Rechengenau-
igkeit, ein Arbeitsfeld a_feld (das keine besondere Bedeutung hat), ein Fehlerstatus eps_status
und zwei selbstzuschreibende Funktionen Ableitung () und Output () bendtigt.

Eine Beziehung zwischen lokalem und globalem Fehler it sich fiir dieses wie fiir fast alle numerische Verfahren
nicht aufstellen.

330 muB man z.B. an die NAG-Routinen statt der Variablen ihre Adressen iibergeben und diese statt mit
DO02CBF( ...) mit d02cbf_( ...) aufrufen.
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Die Grofle eps reprisentiert den maximal zuléissigen Fehler, der bei einem Integrationsschritt er-
laubt ist, genauer gesagt den relativen Fehler fiir eps_modus = 0 und den absoluten fiir eps_modus
= 1. Bei eps-modus = 2 wird sowohl der relative als auch der absolute Fehler beriicksichtigt. Die
Beziehung zu dem letztendlich resultierenden globalen Fehler, der natiirlich i.a. viel gréfer als
eps ist, kann dabei nur durch Probeldufe erkundet werden. Bei den hier vorliegenden Systemen
erwies sich die Wahl eps_modus = 0 als die beste, der optimale Wert von eps hingt aber z.B. von
der Grofle der Masse ab und ist daher frei verinderbar. Der Parameter eps_status legt fest, wie
die NAG-Routine auf einen Fehler im Ablauf reagieren soll und erhélt dann den entsprechenden
Fehlercode, was hier aber nicht aufgeschliisselt werden soll.

Das eigentliche Differentialgleichungssystem ist in der Funktion Ableitung () spezifiziert. Sie wird
von der NAG-Routine wihrend der gesamten Berechnung (in einem von eps abhéngigen Ab-
stand) aufgerufen. Diese Routine liefert ndmlich fiir den iibergebenen Zeitpunkt ¢ und den in
var|[] stehenden aktuellen Werten der unabhingigen Variablen die Ableitung dieser Variablen
und schreibt sie in das ebenfalls iibergebene Feld abl[] . Fiir die Losung der Einsteinschen
Feldgleichungen hat sie z.B. mit der Zuordnung var [0]= A, var [1]= B und var [2]= B’ die
Form

void Ableitung ( double ¢, double var[] , double abl[] )
{

abl [0] = L1.5% var[0] x var 2] / var [1] + ... ;
abl [1] = war[2];
abl 2] = —=0.5% var [2] x var [2] / var [1] + ... ;

}

Trotz dieser einfachen grundlegenden Struktur ist diese Routine aber fiir die hier betrachteten
Systeme in der tatsichlichen Implementation aus zwei Griinden weitaus linger und komplizierter.
Zum einen ist die (oben nicht aufgefiithrte) Berechnung der Energie-Impuls-Tensor - Komponen-
ten 7% und T} fiir den Fall m # 0 sehr aufwendig. Dazu miissen nimlich die Integrale (8.3)
und (8.4) numerisch gelést werden, was mit Hilfe der NAG-Routine DO1AMF gelang. Zu der
Steuerung der Genauigkeit ben6tigt man daher neben eps (siehe oben) einen zweiten Parameter
int_eps. Die Verwendung dieser Routine ist aber ganz analog zu der von DO2CBF und wird hier
nicht ndher erldutert.

Zum anderen kann es zu Bereichsiiberschreitungen mathematischer Funktionen oder zu Divi-
sionen durch 0 kommen. Der zweite Fall tritt z.B. bei der Berechnung von T auf, wenn der

1 arcosh k

Ausdruck 777 arccos k fir k& = 1 ausgewertet werden soll (der Grenzwert ist 1). Der

Computer berechnet ndmlich die Faktoren getrennt voneinander und versucht dann, 0 durch 0
zu teilen. Wegen der immer vorhandenen Rundungsfehler kann dieser Effekt auch fiir £ =~ 1 zu
Fehlern fithren, ohne dafl das Programm einen Fehler meldet oder diesen gar spezifiziert oder
lokalisiert.

Aus diesem Grund wurden die Niherungsformeln aus Abschnitt 8.3 fiir die Berechnung von
T% und T'!' benutzt, wenn k im Intervall [l — 1077, 1 4+ 10~7] war. Die dadurch eingefiihrte
zusitzliche Rechenungenauigkeit (d.h. die Vernachlissigung von (k — 1)? - Termen fiir diesen
Fall) ist dabei vollig vernachlissigbar.

Die Funktion Output() dient der Ausgabe der interessierenden Groflen im Verlauf der Rech-
nung. Dazu wird der jeweilige Zeitpunkt ¢ und das Feld der freien Variablen var[] iibergeben.
Durch den Parameter ¢ kann man auBerdem festlegen, in welchem Abstand die Funktion von
DO02CBF aufgerufen wird. Der Wert von ¢ nach Beendigung der Funktion entspricht nimlich dem
Zeitpunkt, an dem Output() erneut aufgerufen wird. Die einfachste Moglichkeit besteht daher
darin, ¢t in der Funktion mit Hilfe einer globalen Variablen um einen kleinen Wert zu erhéhen.
Da die hier betrachteten Groflen in der graphischen Darstellung iiber den Logarithmus der Zeit
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aufgetragen wurden, wird ¢ in Output() mit einer globalen Variablen schritt multipliziert, die
so gewahlt war, dafl die gewiinschte Anzahl von Datenpunkten resultierte. Eine andere globale
Variable output-modus legt das Ziel der Ausgabe (Bildschirm oder Datei) fest. Die Funktion hat
somit die folgende Gestalt:

void Qutput ( double ¢, double var[] )
{
if ( output_modus )
Monitor_out ( t, var[] ) ;
else
Datei_out ( t, var[] ) ;

t =t x schritt ;

Die Funktionen Monitor_out () und Datei_out () haben die Aufgabe, alle interessierenden Gréfien,
die von dem jeweiligen Zeitpunkt, den freien Variablen und den Ableitungen dieser Variablen
abhiingen konnen?, auf dem Bildschirm auszugeben bzw. in eine Datei zu schreiben. Diese muf}
vorher gedffnet und durch globale Variablen spezifiziert sein. Sie haben dabei mit den gleichen
Schwierigkeiten zu kimpfen wie die Funktion Ableitung (), da die Berechnung mancher Grofien
eine numerische Integration erfordert und viele Fallunterscheidungen zu treffen sind.

Um einen Eindruck von den interaktiven Eingabemoglichkeiten zu vermitteln, ist untenstehend
das Menii abgebildet, das beim Start des C-Programms erscheint und das die Steuerung der
Parametergrofien erleichtern soll. Dabei steht in den spitzen Klammern der zur Auswahl des
Meniipunkts einzugebende Buchstabe und in der runden der aktuelle Wert der jeweiligen Grofie.

Anfangswert A’/B> : <a> (1)
Anfangswert B> : <b> (8.64262)
Anfangswert k> : <c¢> (0)
Phi-Werte : <p> (10/10)
Kopplungskonst. Do <k> (500)
Masse Do <m> (10eV)
Endpunkt Do <e> (2/1e+22)
Genauigkeit Do <g> (1e-10)
I-Genauigkeit Do<x> (1le-8)
I-Fehlermodus <Y > (relativ)
I-Speichergroesse o<z > (800)
Ausgabeintervall Do<i> (10)
Outputmodus : <0 > (Monitor)
Datei o<d > (—)
Anfangswerte :<A>

Uebernehmen < U>

Start : <S>

Ende : <E>

Bei den durch kleine Buchstaben bezeichneten Meniieintrigen werden weitere Eingaben erwar-
tet, im einfachsten Fall die Eingabe eines neuen Wertes fiir die entsprechende Grofie. Welche
Aktionen die anderen Meniipunkte beinhalten, wird bei der Skizzierung des Hauptprogramms
deutlich werden. Die Moglichkeit, B’(ty) und %(tg) andern zu koénnen, wurde vor allem aus

“Die Ableitungen lassen sich durch einen Aufruf der Funktion Ableitung () gewinnen.
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Testzwecken aufgenommen. Die durch x, Y und z spezifizierten Griéfien steuern die numerische
Integration fiir die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors.

Das Hauptprogramm hat damit die folgende schematische Gestalt, wobei die in spitzen Klam-
mern eingeschlossenen Anweisungen leicht zu implementierende Befehlsfolgen repréisentieren und
die einzelnen Meniipunkte zur Wertedinderung nicht noch einmal aufgeschliisselt wurden:

< Deklaration und Initialisierung der benannten Konstanten >
< Deklaration der globalen Variablen und Routinen >

int main ( void)

{

< Initialisieren der globalen Variablen (mit benannten Konstanten) >
while (1)
{

< Menii anzeigen, auf Eingabe warten >

case ... : < Wertdnderung speichern, ggf. globale Variablen veréindern >
i : < Eingabe in Variable temp speichern >
schritt = (t_anfang/t_ende)(!/temp)
0o : output_modus = 1 — output_modus
d : < Dateiname speichern, globale Dateivariablen initialisieren >

< Datei 6ffnen >
< aktuelle Daten durch Anfangsdaten ersetzen >
< aktuelle Daten durch Altdaten ersetzen >
< Daten in Altdaten schreiben >
Aufruf von DO2CBF
< ggf. Fehlerstatus anzeigen >
< Daten und Altdaten vertauschen >
E : exit

wn g
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