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Einf

�

uhrung und Notation

Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit sind L

�

osungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Glei-

chungen, die Anwendung in der Kosmologie �nden k

�

onnen. Der theoretische Rahmen daf

�

ur liegt

in der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie und der allgemeinrelativistischen Kinetischen Theorie.

Ihre Grundz

�

uge werden am Anfang der Arbeit erl

�

autert, gefolgt von einer kurzen Darstellung

des Kosmologischen Standardmodells.

Neben diesem Grundlagenteil spaltet sich die Arbeit in zwei Teile. Beiden Teilen geht dabei

eine Einleitung voraus. Im ersten wird eine Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs [8] vorgestellt

und ihre m

�

ogliche Verallgemeinerung auf

�

au�ere Felder untersucht. Die Autoren beweisen darin

einen Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion, die in der Kinetischen

Theorie eine zentrale Rolle spielt, und der Form der Metrik, die mit den Feldgleichungen und

der Liouville-Gleichung vertr

�

aglich ist.

Der zweite Teil behandelt die Zeitentwicklung einer speziellen Metrik, wobei der Energie-Impuls-

Tensor mit Hilfe der Kinetischen Theorie gewonnen wird. Neben den Einsteinschen Feldglei-

chungen werden auch L

�

osungen der Brans-Dicke-Feldgleichungen untersucht. F

�

ur beide Systeme

mu�te dabei eine numerische Simulation auf dem Computer durchgef

�

uhrt werden.

Schlie�lich werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und bewertet. Im Anhang wer-

den einige speziellere Kapitel besprochen und die Implementation des numerischen Verfahrens

erl

�

autert.

In dieser Arbeit wurde die untenstehende Notationskonvention gew

�

ahlt. Ihre Verwendung wird

in Abschnitt 1.1 klarer.

� Es werden

"

geometrische\ Einheiten benutzt, d.h. Gravitationskonstante und Lichtge-

schwindigkeit werden gleich 1 gesetzt:

G = c = 1 :

Dieses soll auch f

�

ur die Boltzmann-Konstante gelten:

k

B

= 1 :

� Die Metrik hat die Signatur (�+++). Die Vorzeichenkonventionen f

�

ur den Riemannschen

Kr

�

ummungstensor und die Feldgleichungen werden in Abschnitt 1.1 deutlich.

� Lateinische Buchstaben bezeichnen Raumzeit-Indizes von 0 bis 3, griechische bezeichnen

r

�

aumliche von 1 bis 3.

�

�

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert (Einsteinsche Summationskonvention),

z.B. u

a

u

a

:=

P

3

a=0

u

a

u

a

oder p

�

p

�

:=

P

3

�=1

p

�

p

�

.

� Die Symmetrisierung und Antisymmetrisierung eines Tensors wird durch runde bzw. eckige

Klammern abgek

�

urzt, z.B. T

(ab)

:=

1

2

(T

ab

+ T

ba

) ; T

[ab]

:=

1

2

(T

ab

� T

ba

).

� Partielle Ableitungen werden durch ein Komma abgek

�

urzt, kovariante durch ein Semikolon

(siehe Abschnitt 1.1).
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1. Grundlagen der Allgemeinen

Relativit

�

atstheorie (ART)

Der Abstand zweier Punkte mit den kartesischen Koordinaten (x

1

; x

2

; x

3

) und (x

1

+ dx

1

; x

2

+

dx

2

; x

3

+ dx

3

) ist normalerweise durch

ds

2

= (dx

1

)

2

+ (dx

2

)

2

+ (dx

3

)

2

gegeben. Diese Beziehung sagt etwas

�

uber die Geometrie des zugrundeliegenden (dreidimensio-

nalen) Raumes aus: Er ist euklidisch.

Wie sich herausgestellt hat, besitzt die Spezielle Relativit

�

atstheorie eine besonders einfache

Struktur, wenn man den vierdimensionalen Minkowski-Raum zugrunde legt, der durch

ds

2

= �(dx

0

)

2

+ (dx

1

)

2

+ (dx

2

)

2

+ (dx

3

)

2

gekennzeichnet ist. Dabei steht dx

0

f

�

ur den zeitlichen Abstand zweier

"

Ereignisse\ (d.h. Punkte

imMinkowski-Raum). Seine Bedeutung gr

�

undet auf der Tatsache, da� die Bewegungsgleichungen

in der Speziellen Relativit

�

atstheorie gerade unter den Koordinatentransformationen invariant

sind, die ds

2

invariant lassen. Die Zeit ist hier keine absolute Gr

�

o�e mehr (wie noch in der

Newtonschen Theorie), man spricht von einer vierdimensionalen

"

Raumzeit\.

In der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie (ART) wird dieser Raum verallgemeinert auf

ds

2

=

3

X

a;b=0

g

ab

dx

a

dx

b

:

Die Koe�zienten g

ab

= g

ab

(x

c

), die sogenannte (Raumzeit-) Metrik, kann dabei als symmetri-

sche 4 x 4 - Matrix verstanden werden, die nicht entartet ist und die Signatur (�+++) hat. Im

allgemeinen ben

�

otigt man f

�

ur die Beschreibung eines solchen Raums mehrere Koordinatensyste-

me, er ist topologisch gesprochen eine zusammenh

�

angende Hausdor�sche Mannigfaltigkeit. Im

Gegensatz zum Minkowski-Raum kann ein solcher Raum beliebig

"

gekr

�

ummt\ sein (n

�

aheres im

ersten Abschnitt). Die noch zu besprechenden Bewegungsgleichungen sollen dabei wie das Li-

nienelement ds

2

unter allen Koordinatentransformationen invariant sein. Diese Unabh

�

angigkeit

vom zugrundegelegten Koordinatensystem wird als allgemeines Kovarianzprinzip bezeichnet.

Die eigentliche physikalische Idee der ART liegt nun darin, da� der durch g

ab

beschriebene

Raum dynamisch mit der Materie in ihm verkn

�

upft ist, d.h. die Materie

"

kr

�

ummt\ den Raum

und bewegt sich ihrerseits auf ausgezeichneten Bahnen des Raums. Um diese Idee mathematisch

formulieren zu k

�

onnen, m

�

ussen vorher einige Grundz

�

uge der Riemannschen Geometrie angespro-

chen werden. Mit deren Hilfe kann man die geometrischen Eigenschaften eines Raums intrinsisch,

d.h. ohne Bezugnahme auf einen einbettenden

"

Superraum\, beschreiben. Eine umfangreichere

Darstellung der Riemannschen Geometrie ist z.B. in [9].

1.1 Grundz

�

uge der Riemannschen Geometrie

Die mathematischen Gr

�

o�en, die dem Prinzip der Kovarianz gerecht werden, sind die Tensoren.

Wenn V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und V

�

der duale Vektorraum ist, so ist

4



1.1 Grundz

�

uge der Riemannschen Geometrie

ein Tensor T vom Typ (k; l) eine multilineare Abbildung

T : V

�

� :::� V

�

| {z }

kmal

�V � :::� V

| {z }

lmal

! IR :

Dabei stellt V den Tangentialraum an der Raumzeit-Mannigfaltigkeit und V

�

den Kotangential-

raum dar. Die Gr

�

o�e k+l de�niert man als den Rang des Tensors. Die Komponenten T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

eines solchen Tensors sind die Entwicklungskoe�zienten von T bez

�

uglich einer bestimmten Ba-

sis (d.h. eines bestimmten Koordinatensystems). Sie sind aber trotz dieser Abh

�

angigkeit f

�

ur die

kompakte Notation in der ART unerl

�

a�lich. Die a

1

; :::; a

k

nennt man kontravariante Indizes, die

b

1

; :::; b

l

kovariante.

Einfache Beispiele von Tensoren sind Vektoren, Linearformen und Matrizen, sie entsprechen

Tensoren vom Typ (1; 0), (0; 1) bzw. (1; 1).

Unter einer Koordinatentransformation x

a

! x

a

(x

b

) transformieren sich Tensorkomponenten

wie

T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

=

@x

a

1

@x

c

1

:::

@x

a

k

@x

c

k

@x

d

1

@x

b

1

:::

@x

d

l

@x

b

l

T

c

1

:::c

k

d

1

:::d

l

:

Ein Skalar S ist durch S = S gekennzeichnet. Hier wurde die Einsteinsche Summationskon-

vention verwendet:

�

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Dieser Formel kann man

den wichtigen Sachverhalt entnehmen, da� ein Tensor, dessen s

�

amtliche Komponenten in ei-

nem Koordinatensystem verschwinden, in keinem Koordinatensystemen eine von 0 verschiedene

Komponente haben kann.

Es gibt au�erdem eine Reihe von Operatoren, die Tensoren in Tensoren

�

uberf

�

uhren: Die einfa-

che Addition bzw. Subtraktion T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

= A

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

� B

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

, das

�

au�ere Produkt

T

a

1

:::a

k+m

b

1

:::b

l+n

= A

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

B

a

k+1

:::a

k+m

b

l+1

:::b

l+n

und die Kontraktion T

a

1

:::a

k�1

b

1

:::b

l�1

=

T

a

1

:::c:::a

k�1

b

1

:::c:::b

l�1

. Die Hintereinanderausf

�

uhrung von

�

au�erem Produkt und Kontraktion be-

zeichnet man als

�

Uberschiebung.

Die Metrik g

ab

vermittelt einen Isomorphismus zwischen einem Vektorraum und seinem Dualen

und kann so durch

�

Uberschiebung kontravariante Komponenten in kovariante

�

uberf

�

uhren. Die

mit g

ab

bezeichnete zu g

ab

inverse Metrik (d.h. g

ac

g

cb

= �

a

b

)

�

uberf

�

uhrt kovariante in kontravari-

ante, z.B. T

a

b

cde

= g

bi

g

dj

g

ek

T

aic

jk

.

Als n

�

achstes mu� man eine Di�erentiationsvorschrift angeben, die Tensoren in Tensoren

�

uber-

f

�

uhrt. Die gew

�

ohnliche partielle Ableitung T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

;c

:=

@

@x

c

T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

leistet dieses nicht,

da das Ergebnis i.a. kein Tensor ist, was man am Transformationsverhalten sehen kann. Statt-

dessen f

�

uhrt man die durch die Metrik gegebene kovariante Ableitung ein, die (k; l) - in (k; l+1)

- Tensoren

�

uberf

�

uhrt und mit einem Semikolon gekennzeichnet wird. Sie ist linear und erf

�

ullt

die Leibnitz-Regel. Die genauen Eigenschaften lassen sich z.B. in [37] nachlesen

1

.

Zu ihrer De�nition ben

�

otigt man die durch

�

a

bc

=

1

2

g

ad

(g

bd;c

+ g

cd;b

� g

bc;d

)

de�nierten Christo�el-Symbole, die keine Tensoren sind und so vom Koordinatensystem ab-

h

�

angen. Mit diesen Gr

�

o�en ist nun

T

a;b

:= T

a;b

� �

c

ab

T

c

T

a

;b

:= T

a

;b

+ �

a

bc

T

c

und allgemein

T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

;c

:= T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

;c

+

k

X

i=1

�

a

i

c d

T

a

1

:::d:::a

k

b

1

:::b

l

�

l

X

i=1

�

d

c b

i

T

a

1

:::a

k

b

1

:::d:::b

l

;

1

Z.B. fordert man

�

ublicherweise S

;a;b

= S

;b;a

f

�

ur einen Skalar S, was man als Torsionsfreiheit bezeichnet.
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1. Grundlagen der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie (ART)

wobei jeweils mit der i-ten Stelle

�

uberschoben wird. F

�

ur einen Skalar stimmen kovariante und

gew

�

ohnliche partielle Ableitung

�

uberein. Wie man der De�nition der Christo�el-Symbole ent-

nehmen kann, ist die Metrik au�erdem kovariant konstant:

g

ab;c

= g

ab

;c

= 0 :

Die kovariante Ableitung ist f

�

ur den Begri� der Parallelit

�

at in einem Riemannschen Raum

entscheidend: Ein Tensor T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

hei�t parallelverschoben entlang einer Kurve mit dem

Tangentenvektor u

a

, wenn l

�

angs der Kurve

T

a

1

:::a

k

b

1

:::b

l

;a

u

a

= 0

gilt. Kurven mit u

a

;b

u

b

= 0 hei�en Autoparallelen oder Geod

�

aten.

Um die Kr

�

ummung eines Raumes invariant beschreiben zu k

�

onnen, f

�

uhrt man den Riemannschen

Kr

�

ummungstensor

R

a

bcd

= �

a

bd;c

� �

a

bc;d

+�

a

ic

�

i

bd

� �

a

id

�

i

bc

ein. Er ist durch die Symmetrien R

abcd

= �R

bacd

= �R

abdc

, R

abcd

= R

cdab

, R

a(bcd)

:=

1

3

(R

abcd

+

R

acdb

+R

adbc

) = 0 gekennzeichnet und erf

�

ullt die Bianchi-Identit

�

at R

ab(cd;e)

= 0.

Die kontrahierte Form

R

ab

= R

c

acb

bezeichnet man als Ricci-Tensor und

R = R

a

a

als Ricci-Skalar. Man kann den Kr

�

ummungstensor auch

�

uber die Beziehung u

a

R

a

bcd

=

1

2

(u

b;c;d

�

u

b;d;c

) einf

�

uhren, was f

�

ur jedes Vektorfeld u

a

gelten soll. Er ist also ein Ma� f

�

ur die Nichtver-

tauschbarkeit von kovarianten Ableitungen

2

. Der Minkowski-Raum hat gerade die Eigenschaft,

da� er 
ach ist, d.h. R

a

bcd

verschwindet in einem solchen Raum.

Schlie�lich sei noch die folgende De�nition angegeben:

Ein Vektor u

a

hei�t

8

>

<

>

:

zeitartig ; wenn g

ab

u

a

u

b

< 0

lichtartig ; wenn g

ab

u

a

u

b

= 0

raumartig ; wenn g

ab

u

a

u

b

> 0

Entsprechend bezeichnet man eine Kurve als zeit-, licht- oder raumartig, wenn ihr Tangenten-

vektor diese Eigenschaft in jedem Punkt hat.

1.2 Die Allgemeine Relativit

�

atstheorie

Der ART liegt als physikalischer Kern das sogenannte starke

�

Aquivalenzprinzip zugrunde (z.B.

[32]):

Lokal ist es physikalisch unentscheidbar, ob ein System in einem Gravitationsfeld ruht oder ob

es in einem feldfreien Raum beschleunigt ist.

Das schwache

�

Aquivalenzprinzip behauptet dies f

�

ur die Gesetze der klassischen Mechanik, was

der

�

Aquivalenz von schwerer und tr

�

ager Masse entspricht

3

.

Auf diese Weise kann man die Schwerkraft als eine geometrische Eigenschaft des Raums ansehen.

Ein in einem Gravitationsfeld frei fallender K

�

orper, dessen Eigengravitation vernachl

�

assigbar ist

(ein

"

Testteilchen\), sp

�

urt in dieser Sichtweise keine (Gravitations-) Kraft, sondern bewegt sich

auf einer ausgezeichneten Bahn des Raums. Dessen geometrischen Eigenschaften sind durch

das Gravitationsfeld aller Teilchen bestimmt. Die Bahnen sind die oben de�nierten zeitartigen

Geod

�

aten, da sie in gewissem Sinne Kurven minimaler L

�

ange sind (genauer gesagt Kurven

2

Damit ist er ein Ma� f

�

ur das

"

Auseinanderdriften\ von Geod

�

aten (z.B. [37]).

3

Genauer gesagt entspricht es der Proportionalit

�

at von schwerer und tr

�

ager Masse.
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1.2 Die Allgemeine Relativit

�

atstheorie

maximaler Eigenzeit) und daher die nat

�

urliche Verallgemeinerung der geraden Linie als k

�

urzester

Verbindung zweier Punkte darstellen. F

�

ur diese Bahnen x

a

(�) mit dem Tangentenvektor

dx

a

d�

gilt

daher (

dx

a

d�

)

;b

dx

b

d�

= 0, d.h. man erh

�

alt die Bewegungsgleichung

d

2

x

a

d�

2

+�

a

bc

dx

b

d�

dx

c

d�

= 0 : (1.1)

Die Materie wird in der ART durch den Energie-Impuls-Tensor T

ab

beschrieben. Dessen Eigen-

schaften kann man mit Hilfe einer kovarianten Zerlegung beschreiben (z.B. [32]):

T

ab

= � u

a

u

b

+ 2 q

(a

u

b)

+ P h

ab

+ �

ab

; (1.2)

q

a

u

a

= 0 ; �

ab

u

a

= �

a

a

= 0 :

Die Gr

�

o�e

h

ab

:= g

ab

+ u

a

u

b

; h

ab

u

a

= 0

kann man als Projektionstensor auf den zu u

a

orthogonalen Unterraum verstehen. Diese Gr

�

o�en

haben in dem durch u

a

spezi�zierten Ruheraum eines Beobachters eine physikalische Bedeu-

tung: � l

�

a�t sich als Energiedichte interpretieren, P als (isotroper) Druck, q

a

ist die Vierer-

Energiestromdichte und �

ab

der anisotrope Druck. Sie lassen sich

�

uber

� = T

ab

u

a

u

b

P =

1

3

T

ab

h

ab

q

a

= �T

bc

u

c

h

a

b

�

ab

= T

cd

h

a

c

h

b

d

� P h

ab

aus T

ab

gewinnen. Eine ideale Fl

�

ussigkeit ist z.B. durch

T

ab

= � u

a

u

b

+ P h

ab

gekennzeichnet. Man kann au�erdem zeigen, da� die Gleichung T

ab

;b

= 0 als Energieerhaltung

interpretiert werden kann (z.B. [32]).

Um den Ein
u� der Materie auf die Geometrie des Raumes zu beschreiben, liegt es nahe, T

ab

mit der Metrik g

ab

und dem Riemannschen Kr

�

ummungstensor, der erste und zweite Ableitungen

von g

ab

enth

�

alt, in Beziehung zu setzen. Dabei soll T

ab

;b

= 0 gew

�

ahrleistet sein. Die allgemeinste

Relation dieser Art, die linear in den zweiten Ableitungen von g

ab

ist, lautet [19]

R

ab

�

1

2

Rg

ab

+� g

ab

= �T

ab

(1.3)

mit � = const: und einem Kopplungsparameter �. Dieses ist (aufgrund der Symmetrie der Kom-

ponenten) ein System aus 10 gekoppelten nichtlinearen Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung,

die man als Einsteinsche Feldgleichungen oder einfach als Feldgleichungen bezeichnet. Das Ver-

schwinden von (R

ab

�

1

2

Rg

ab

+� g

ab

)

;b

folgt dabei direkt aus der Bianchi-Identit

�

at R

ab(cd;e)

= 0

aus dem vorigen Abschnitt. Den Tensor

G

ab

:= R

ab

�

1

2

Rg

ab

nennt man Einstein-Tensor. Man kann zeigen (z.B. [38]), da� die Einsteinschen Feldgleichungen

in erster N

�

aherung die Newtonsche Gravitationstheorie in Form der Poisson-Gleichung f

�

ur das

Gravitationspotential liefern, wenn man als Kopplungsparameter

� =

8�G

c

4
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1. Grundlagen der Allgemeinen Relativit

�

atstheorie (ART)

ansetzt. In dieser Arbeit werden Einheiten mit G = c = 1 (und k

B

= 1) benutzt, so da� von

nun an � = 8� ist.

Die Gr

�

o�e � hei�t kosmologische Konstante. Aus astronomischen Beobachtungen wei� man, da�

� nicht gr

�

o�er als (2 � 10

�12

GeV)

4

ist [3], was in Planck-Einheiten einer dimensionslosen Gr

�

o�e

von etwa 10

�122

entspricht. Der Ein
u� der kosmologischen Konstante ist also vernachl

�

assigbar

klein, so da� man

�

ublicherweise � = 0 setzt. Das soll auch in dieser Arbeit getan werden.

Wie in Abschnitt 3.3 kurz angesprochen wird, hat � allerdings m

�

oglicherweise in der extremen

Fr

�

uhphase des Universums eine wichtige Rolle gespielt.

1.3 Killing-Vektoren und Raumzeit-Symmetrien

Dieser Abschnitt hat einen etwas spezielleren Inhalt, er ist aber f

�

ur das Verst

�

andnis dieser Arbeit

unverzichtbar.

Ein durch eine Metrik beschriebener Raum l

�

a�t sich charakterisieren, indem man die m

�

oglichen

Symmetrietransformationen untersucht. Dazu reicht es aus, in�nitesimale Transformationen der

Form

x

a

= x

a

+ � �

a

(x

b

)

mit � > 0 ; �� 1 zu betrachten. Wenn die Metrik unter einer solchen Transformation invariant

ist, d.h. wenn

g

ab

= g

ab

gilt, so sind die �

a

Erzeuger von isometrischen Abbildungen und werden Killing-Vektoren ge-

nannt. Man kann zeigen (z.B. [38]), da� diese Bedingung

�

aquivalent ist zu

�

(a;b)

= 0 :

Jedes Vektorfeld, das diese Gleichung erf

�

ullt, ist ein Killing-Vektorfeld.

Mit Hilfe der Killing-Vektoren kann man den zugrundeliegenden Raum invariant charakterisie-

ren. Aus der Existenz eines zeitartigen Killing-Vektors folgt zum Beispiel, da� man der Metrik

eine Form geben kann, in der sie nicht explizit von x

0

abh

�

angt. W

�

ahlt man n

�

amlich �

a

= �

a

0

,

was f

�

ur zeitartige Vektoren immer m

�

oglich ist, gilt

0 = �

(a;b)

= g

ab;c

�

c

+ g

ac

�

c

;b

+ g

bc

�

c

;a

=

@

@x

0

g

ab

:

Eine solche Metrik nennt man station

�

ar. Wenn der Killing-Vektor au�erdem hyper


�

achenor-

thogonal ist, so da� die g

0�

-Komponenten verschwinden m

�

ussen, hei�t sie statisch. Die Hyper-




�

achenorthogonalit

�

at ist dabei mit dem Verschwinden der in Abschnitt 2.3 de�nierten Rotation

�

aquivalent.

Man kann zeigen (z.B. [38]), da� ein N - dimensionaler Riemannscher Raum maximal

1

2

N(N+1)

verschiedene (d.h. linear unabh

�

angige) Killing-Vektoren zul

�

a�t. L

�

a�t er genau die maximale

Anzahl zu, so ist er ein Raum konstanter Kr

�

ummung, der homogen und isotrop ist. Die in

Abschnitt 3.1 besprochenen dreidimensionalen raumartigen Hyper


�

achen der Robertson-Walker-

Metrik sind gerade von diesem Typ.

Um die Killing-Vektoren koordinatenfrei klassi�zieren zu k

�

onnen, ist es n

�

utzlich, die durch

X

A

:= �

a

(A)

@

@x

a

erzeugte Lie-Algebra zu untersuchen, wobei A einfach die Killing-Vektoren

durchnummerieren soll. Wegen der Lie-Algebra-Struktur gelten n

�

amlich die Vertauschungsre-

lationen

[X

A

;X

B

] = K

C

AB

X

C

: (1.4)

Die Strukturkonstanten K

C

AB

charakterisieren die Algebra und somit die Metrik bez

�

uglich ihrer

Symmetrieeigenschaften eindeutig (z.B. [32]).
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1.3 Killing-Vektoren und Raumzeit-Symmetrien

Als Bianchi-Modelle bezeichnet man die Metriken, die r

�

aumlich homogen sind und drei Killing-

Vektoren besitzen. Durch eine Klassi�kation der zugeh

�

origen Strukturkonstanten teilt man sie

in neun verschiedene Bianchi-Typen I bis IX auf (z.B. [32], [17]).

Schlie�lich kann man mit Hilfe eines Killing-Vektors �

a

eine Erhaltungsgr

�

o�e in dem folgenden

Sinne konstruieren. Entlang einer Geod

�

ate mit dem Tangentenvektor u

a

ist die Gr

�

o�e (�

a

u

a

)

konstant:

(�

a

u

a

)

;b

u

b

= �

a;b

u

a

u

b

+ �

a

u

a

;b

u

b

= 0 :

Der erste Term verschwindet dabei wegen �

(a;b)

= 0 und der zweite wegen der vorausgesetzten

Geodizit

�

at.
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2. Die allgemeinrelativistische

Kinetische Theorie

2.1 Die Kinetische Theorie in der ART und die Liouville-Gleichung

Hier soll mit Hilfe einer kovariant formulierten Kinetischen Theorie ein Gas von Teilchen be-

schrieben werden, wobei verschiedene Teilchensorten vorhanden sein d

�

urfen, die sich durch ihre

Masse, ihre Ladung, ihren Spin usw. unterscheiden. Au�erdem soll es erlaubt sein, da� es zu

St

�

o�en zwischen den Teilchen kommt, bei denen es auch (z.B. aufgrund von kurzreichweitigen

Kernkr

�

aften) zu Typumwandlungen kommen kann. Zwischen solchen St

�

o�en, von denen man

annehmen mu�, das sie zeitlich und r

�

aumlich begrenzt sind, sollen sie sich aber wie Testteil-

chen in ihrem kollektiv erzeugten Gravitationsfeld und einem eventuell vorhandenen

�

au�eren

elektromagnetischen Feld auf Weltlinien x

a

(s) bewegen. Als Bewegungsgleichungen erh

�

alt man

daher

dx

a

ds

= p

a

;

dp

a

ds

= ��

a

bc

p

b

p

c

+ eF

a

b

p

b

; (2.1)

wobei p

a

der Viererimpuls der Teilchen ist. Als Abk

�

urzung benutzt man oft

Dp

a

Ds

:= (p

a

)

;b

p

b

=

dp

a

ds

+�

a

bc

p

b

p

c

:

Die Ruhemasse der Teilchen erh

�

alt man

�

uber m

2

= �p

a

p

a

. F

�

ur m 6= 0 ist � = ms die Eigenzeit

der Teilchen, und es gilt p

a

= m

dx

a

d�

.

Im folgenden soll nun der mathematische Rahmen f

�

ur die Beschreibung eines solchen Systems

vorgef

�

uhrt werden. Die Darstellung wurde dabei von Ehlers [7]

�

ubernommen.

Da das Wertepaar (x; p) einen Teilchenzustand vollst

�

andig charakterisiert, f

�

uhrt man den 8-

dimensionalen (Einteilchen-) Phasenraum

M := f (x; p) j p

a

p

a

� 0 ; p zukunftsgerichtetg

ein. Geometrisch gesehen ist x ein Element der zugrunde liegenden Raumzeit-Mannigfaltigkeit

X, p ein Element des Tangentialraums T

x

X und M (wegen der Einschr

�

ankung an p) eine Un-

termannigfaltigkeit des Tangentialb

�

undels TX.

Aus den Bewegungsgleichungen folgt, da� der sogenannte Liouville-Operator

L =

d

ds

= p

a

@

@x

a

+ (��

a

bc

p

b

p

c

+ eF

a

b

p

b

)

@

@p

a

(2.2)

die Integralkurven (x(s); p(s)) (den

"

Phasenraum
u�\) generiert. Dabei gilt wegen F

ab

p

a

p

b

=

F

(ab)

p

a

p

b

= 0

L(m

2

) = L(�g

ab

p

a

p

b

)

= �g

ab;c

p

c

p

a

p

b

+ 2�

a

bc

p

b

p

c

p

a

= 0 :

10



2.2 Energie-Impuls-Tensor und Bilanzgleichungen

Die Masse ist also auf den Weltlinien konstant. Man f

�

uhrt daher den 7-dimensionalen Phasen-

raum f

�

ur Teilchen der Masse m ein:

M

m

:= f (x; p) 2M j p

a

p

a

= �m

2

= const:g :

Im Gegensatz zum klassischen Phasenraum ist die Zeit hier also ein Teil des Zustandes.

Da Teilchen verschiedener Sorte sich auch bez

�

uglich Ladung, Spin usw. unterscheiden, soll von

nun an der 7-dimensionale Phasenraum M

j

f

�

ur Teilchen der Sorte j (mit Masse m

j

) und der

zugeh

�

orige Liouville-Operator L

j

betrachtet werden.

Damit hat man f

�

ur jede Teilchensorte j eine durch L

j

aufgespannte Schar von Integralkurven im

Phasenraum M

j

, die m

�

oglichen Teilchenbahnen entsprechen. Welche davon tats

�

achlich besetzt

sind, h

�

angt vom jeweiligen System ab. Wenn St

�

o�e auftreten, bei denen die obigen Bewegungs-

gleichungen nicht mehr gelten, k

�

onnen solche besetzten Bahnen abbrechen oder entstehen, da

das Teilchen dann auf eine andere Integralkurve von L

j

geworfen wird. Diese k

�

onnen sogar in

einem anderen Phasenraum liegen (das ist der Fall, wenn bei dem Sto� eine Typumwandlung

statt�ndet).

F

�

ur die Charakterisierung eines konkret vorliegenden Systems ist es nun wichtig, quantitativ

beschreiben zu k

�

onnen, welche der m

�

oglichen Zust

�

ande besetzt sind und welche nicht.

Dazu sei N

j

(�) die Zahl der besetzten Integralkurven (Zust

�

ande), die eine 6-dimensionale kom-

pakte Untermannigfaltigkeit � von M

j

schneiden. Durch die Funktionale N

j

: � ! N

j

(�) ist

der Mikrozustand des Systems eindeutig festgelegt. Man kann nun f

�

ur die Beschreibung des

Makrozustands

�

uber

N

j

(�) =

Z

�

f

j

!

j

eine stetige nichtnegative Funktion f = f(x; p), die sogenannte Verteilungsfunktion, einf

�

uhren,

die das Ensemble-Mittel N

j

(�) von N

j

(�) invariant (d.h. unabh

�

angig von �) charakterisiert

[7]. Dabei ist !

j

ein invariantes 6-dimensionales Volumenelement bez

�

uglich �. Wie im n

�

achsten

Abschnitt ausgef

�

uhrt wird, kann man mit Hilfe dieser Funktion die Gr

�

o�en de�nieren, die den

Zustand des Makrosystems

�

ublicherweise festlegen, insbesondere den Energie-Impuls-Tensor.

Au�erdem kann man zeigen, da� L

j

(f

j

) der Dichte der St

�

o�e im Phasenraum entspricht [7],

genauer gesagt der Dichte der Zustandserzeugungen. Wenn man annimmt, da� keine St

�

o�e

vorkommen oder da� ein Gleichgewicht zwischen Zustandserzeugung und -vernichtung herrscht,

erh

�

alt man so L

j

(f

j

) = 0, d.h.

df

j

ds

= p

a

@f

j

@x

a

+ (��

a

bc

p

b

p

c

+ eF

a

b

p

b

)

@f

j

@p

a

= 0 : (2.3)

Diese Gleichung wird Liouville-Gleichung genannt.

Im allgemeinem Fall erh

�

alt man

df

j

ds

= C

j

(f

j

) ;

wobei der Sto�term C

j

(f

j

) ein komplizierter Integralausdruck ist, auf den hier nicht n

�

aher ein-

gegangen werden soll. Diese Gleichung, die die Liouville-Gleichung als Spezialfall C

j

(f

j

) = 0

umfasst, nennt man Boltzmann-Gleichung. Exakte L

�

osungen lassen sich f

�

ur diese Gleichung

aber normalerweise selbst f

�

ur einfachste Systeme nicht gewinnen.

2.2 Energie-Impuls-Tensor und Bilanzgleichungen

Die Gr

�

o�en in diesem Abschnitt sollen sich nur auf eine Teilchensorte beziehen, der Index j f

�

ur

die Teilchensorte wird daher von nun an weggelassen. Dieses bedeutet keine Einschr

�

ankung der

Ergebnisse, da die Gr

�

o�en f

�

ur die jeweiligen Teilchensorten zusammengenommen nat

�

urlich das

Gesamtsystem beschreiben.
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2. Die allgemeinrelativistische Kinetische Theorie

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion f kann man

N

a

(x) :=

Z

p

a

f(x; p)�

m

als Teilchen-Viererstromdichte interpretieren [7]. Lokal gesehen ist N

0

im Ruheraum eines Be-

obachters gleich der Teilchenzahldichte, und (N

�

) entspricht dem Teilchenzahlvektor.

Dabei soll �

m

ein invariantes Volumenelement auf der 3-dimensionalen Massenschale p

a

p

a

=

�m

2

= const: sein. Die exakte Behandlung von invarianten Volumenelementen in der Riemann-

schen Geometrie ist ein relativ schwieriges Kapitel, f

�

ur das man hier noch einige di�erentialgeo-

metrische Methoden vorstellen m

�

u�te. F

�

ur die praktische Anwendung der Kinetischen Theorie ist

es aber ausreichend, wenn man die konkrete Form der vorkommenden Volumenelemente kennt.

Ausf

�

uhrliche Darstellungen �nden sich z.B. in [7] und [18]. F

�

ur �

m

kann man die folgenden

Ausdr

�

ucke angeben:

�

m

= (�g)

1

2

1

jp

0

j

dp

123

; dp

123

:= dp

1

dp

2

dp

3

�

m

= (�g)

�

1

2

1

jp

0

j

dp

123

; dp

123

:= dp

1

dp

2

dp

3

:

Dabei steht g f

�

ur die Determinante der Metrik. Auch der Energie-Impuls-Tensor l

�

a�t sich

�

uber

f de�nieren

1

:

T

ab

(x) :=

Z

p

a

p

b

f(x; p)�

m

: (2.4)

Diese Beziehung ist praktisch das Bindeglied zwischen Aussagen der Kinetischen Theorie

�

uber

f und makroskopischen Materieeigenschaften, wie sie z.B. in den Feldgleichungen auftreten.

F

�

ur einfache Systeme (elastische bin

�

are Kollisionen) kann man dabei die in Abschnitt 1.2 be-

schriebenen Zerlegungskomponenten von T

ab

mit thermodynamischen Gr

�

o�en wie der Schub-

und Scherviskosit

�

at in Beziehung setzen (z.B. [7], [25]). In dieser Arbeit, in der L

�

osungen der

Liouville-Gleichung untersucht werden, haben diese Gr

�

o�en aber keine Bedeutung.

Schlie�lich kann man noch aus der Liouville-Gleichung L(f) = 0 gewisse Bilanzgleichungen

ableiten. Wie in [7] gezeigt wird, ist z.B.

N

a

;a

=

Z

L(f)�

m

:

Physikalisch gesehen dr

�

uckt N

a

;a

= 0 die Erhaltung der Teilchenzahl aus. F

�

ur die elektrische

Viererstromdichte J

a

:= eN

a

ergibt sich im Fall L(f) = 0 analog J

a

;a

= 0, was die Erhaltung

der Ladung beschreibt.

Eine wichtige Beziehung ist die entsprechende Relation f

�

ur den Energie-Impuls-Tensor

T

ab

;b

=

Z

L(f) p

a

�

m

+

Z

Dp

a

Ds

f �

m

: (2.5)

F

�

ur L(f) = 0 liefert sie wegen der hier angenommenen Bewegungsgleichung

Dp

a

Ds

= eF

a

b

p

b

die

bekannte Relation

T

ab

;b

= F

a

b

J

b

:

1

Eigentlich taucht hier wie schon bei der De�nition von N

a

auf der rechten Seite der Faktor �h

�3

auf. Aus

Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit wird er aber nicht mitgef

�

uhrt.
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2.3 Die kinematischen Eigenschaften einer Kurvenkongruenz

2.3 Die kinematischen Eigenschaften einer Kurvenkongruenz

Auf die hier vorgef

�

uhrte Zerlegung von u

a;b

wird in dieser Arbeit oft zur

�

uckgegri�en.

Die kinematischen Eigenschaften einer Materieverteilung, die durch ein Vektorfeld u

a

beschrie-

ben wird, erh

�

alt man aus der kovarianten Zerlegung von u

a;b

in der Form (z.B. [32])

u

a;b

= �

ab

+ !

ab

� _u

a

u

b

+

1

3

� h

ab

;

�

ab

u

a

= �

[ab]

= �

a

a

= 0 ; !

ab

u

a

= !

(ab)

= 0

(mit h

ab

:= g

ab

+ u

a

u

b

). Umgekehrt lassen sich diese Gr

�

o�en ausdr

�

ucken als

�

ab

= h

c

a

h

d

b

(u

(c;d)

�

1

3

u

e

;e

h

cd

)

!

ab

= h

c

a

h

d

b

u

[c;d]

_u

a

= u

a;b

u

b

� = u

a

;a

:

Man kann zeigen (z.B. [32]), da� diese Gr

�

o�en im Ortsraum eines Beobachters eine bestimmte

physikalische Bedeutung haben, wenn man die Entwicklung eines dreidimensionalen Volumenel-

ments V betrachtet:

� �

ab

ist die Scherung, sie beschreibt eine volumentreue Gestalt

�

anderung von V .

� !

ab

ist die Rotation, sie beschreibt eine starre Rotation von V .

Eine verschwindende Rotation ist gleichbedeutend mit der Hyper


�

achenorthogonalit

�

at von

u

a

.

� _u

a

ist die Beschleunigung von V .

Eine verschwindende Beschleunigung ist gleichbedeutend mit der Geodizit

�

at von u

a

.

� � ist die Expansion, sie beschreibt eine gestalttreue Volumen

�

anderung von V .

Die im n

�

achsten Kapitel vorgestellte Robertson-Walker-Metrik hat z.B. die Eigenschaft, da� das

zugeh

�

orige Geschwindigkeitsfeld scherungs-, rotations- und beschleunigungsfrei ist.
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3. Das Kosmologische Standardmodell

3.1 Kosmologisches Prinzip und Robertson-Walker-Metrik

Die Aufgabe, die Struktur und Entwicklung des gesamten Universums zu ergr

�

unden, scheint

schon deshalb ein ho�nungsloses Unterfangen zu sein, weil wir nur einen r

�

aumlich und zeitlich

�

au�erst kleinen Teil davon direkt beobachten k

�

onnen. Au�erdem liegt das Universum (de�niti-

onsgem

�

a�) nur einmal vor und kann nicht von

"

au�erhalb\ analysiert werden, was einen erheb-

lichen erkenntnistheoretischen Unterschied zu allen anderen Bereichen der Physik bedeutet.

Die einzige M

�

oglichkeit scheint darin zu bestehen, einfache Grundannahmen zu machen, deren

Implikationen dann mit Hilfe der ART und den uns zur Verf

�

ugung stehenden beobachtenden

Mitteln

�

uberpr

�

uft und sp

�

ater verfeinert werden k

�

onnen. Diese Annahmen k

�

onnen dabei aus

grundlegenden Beobachtungen motiviert sein (z.B. der Beobachtung des Sternenhimmels) oder

einem eher philosophischen Hintergrund entspringen. Auf ein Prinzip, das praktisch den Begri�

"

Naturgesetz\ konstituiert, kann man dabei nicht verzichten: Die Naturgesetze und Naturkon-

stanten sind an allen Orten und zu allen Zeiten gleich. Da� man auf diese Weise

�

uberhaupt ein

konsistentes Bild des Universums erh

�

alt, ist dabei keineswegs von vorneherein sichergestellt.

Tats

�

achlich gelangt man aber mit den beiden folgenden einfachen Annahmen zu einem Modell,

dem kosmologischen Standardmodell, das sich in der Beschreibung der gro�r

�

aumigen Strukturen

des Universums als bemerkenswert gut herausgestellt hat und viele Beobachtungen in nat

�

urli-

cher Weise erkl

�

aren kann. Die Annahmen, die zusammengenommen als kosmologisches Prinzip

bezeichnet werden, sind

� Homogenit

�

at

Das Universum ist auf gro�en Skalen gleichf

�

ormig, kein Punkt ist ausgezeichnet.

� Isotropie

Das Universum sieht in jeder Richtung gleich aus.

Die erste Annahme dr

�

uckt aus, da� unser Standort im Universum nicht vor anderen ausgezeich-

net ist, was ein eher weltanschauliches Prinzip ist und auch Kopernikanisches Prinzip genannt

wird. Die zweite Annahme gr

�

undet sich vor allem auf Beobachtungen der gro�r

�

aumigen Vertei-

lung der Galaxien und der noch zu besprechenden Mikrowellen-Hintergrundstrahlung, die bis

auf eine relative Abweichung von ca. 10

�5

v

�

ollig isotrop ist.

Diese intuitiven Formulierungen lassen sich mathematisch pr

�

azisieren [37]:

� Homogenit

�

at: Die Raumzeit besitzt eine Foliation aus einer einparametrigen Familie von

raumartigen Hyper


�

achen �

t

, so da� es f

�

ur jedes t und zwei Punkte P ; Q 2 �

t

eine

Isometrie der Raumzeitmetrik gibt, die P und Q ineinander

�

uberf

�

uhrt.

� Isotropie: Es gibt eine Kongruenz von zeitartigen Kurven mit Tangentenvektoren u

a

, die

die Raumzeit ausf

�

ullen und die folgende Eigenschaft haben: Zu jedem Punkt P und zwei

(raumartigen) Vektoren r

a

und s

a

am Punkt P , die orthogonal zu u

a

sind, gibt es eine

Isometrie der Raumzeitmetrik, die r

a

und s

a

ineinander

�

uberf

�

uhrt, ohne P und u

a

zu

ver

�

andern. Man kann also keinen geometrisch ausgezeichneten Vektor konstruieren, der

orthogonal zu u

a

ist.
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3.2 Die Zeitentwicklung der Robertson-Walker-Metrik

In einem homogenen und isotropen Universum sind die Homogenit

�

ats - Hyper


�

achen �

t

ortho-

gonal zu den Tangenten u

a

der Weltlinienkongruenz.

Die Geometrie dieser dreidimensionalen Hyper


�

achen soll nun etwas pr

�

azisiert werden. Ein ho-

mogener isotroper Raum mit der Metrik 


ab

ist ein Raum konstanter Kr

�

ummung mit dem

Kr

�

ummungstensor (z.B. [38])

R

����

= K (


��




��

� 


��




��

)

und dem Linienelement

ds

2

= a(t)

2

dx

2

+ dy

2

+ dz

2

(1 +

k

4

r

2

)

2

; k = �1 ; 0 ; 1

mit r

2

:= x

2

+ y

2

+ z

2

. Dabei ist a(t) eine beliebige positive Funktion, die Skalenparameter

(oder auch Weltenradius) genannt wird. Gem

�

a� dem Wert von k spaltet sich der Raum in drei

verschiedene Typen auf. F

�

ur k = �1 liegt ein Raum konstanter negativer Kr

�

ummung vor, k = 0

entspricht einem 
achen Raum, und der durch k = 1 gegebene Raum ist endlich und hat eine

konstante positive Kr

�

ummung. Die Universen hei�en entsprechend o�en, 
ach oder geschlossen.

Aus astronomischen Beobachtungen und vor allem aus theoretischen Gr

�

unden glaubt man heute,

da� unser Universum praktisch 
ach ist.

Wegen der Orthogonalit

�

at von �

t

und u

a

(den Tangenten der Weltlinienkongruenz) kann das

Linienelement der vierdimensionalen Raumzeit keine gemischten Terme von Zeit- und Ortsdif-

ferentialen enthalten. Es lautet daher

ds

2

= �dt

2

+ a(t)

2

dx

2

+ dy

2

+ dz

2

(1 +

k

4

r

2

)

2

; k = �1 ; 0 ; 1 : (3.1)

Diese Metrik hei�t Robertson-Walker-Metrik, sie ist die Grundlage des Kosmologischen Stan-

dardmodells. Die Zeitentwicklung der Funktion a(t) als L

�

osung der Einsteinschen Feldgleichun-

gen soll im n

�

achsten Abschnitt behandelt werden.

3.2 Die Zeitentwicklung der Robertson-Walker-Metrik

Den beiden Grundannahmen der Homogenit

�

at und Isotropie mu� man noch eine Annahme

hinzuf

�

ugen, wenn die Zeitentwicklung des Universums betrachtet werden soll:

Die gro�r

�

aumigen Strukturen des Universums werden nur durch Gravitationskr

�

afte beein
u�t.

Wegen der Kurzreichweitigkeit der Kernkr

�

afte und der weitgehenden Neutralisierung der elek-

trischen Ladungen auf gro�en Skalen ist dies eine sehr plausible Annahme. Wenn man die ART

voraussetzt, ergeben sich daraus zwei Folgerungen:

� Testteilchen (d.h. Teilchen mit vernachl

�

assigbarer Eigengravitation) mit Viererimpulsen

p

a

(s) bewegen sich auf Geod

�

aten:

Dp

a

Ds

= p

a

;b

p

b

= 0 :

� Materie und Metrik sind durch die Einsteinschen Feldgleichungen

R

ab

�

1

2

Rg

ab

= �T

ab

miteinander verkn

�

upft. Wegen der Homogenit

�

at und Isotropie k

�

onnen au�erdem keine

Energiestr

�

ome und kein anisotroper Druck auftreten. Die Materie liegt daher in Form

einer idealen Fl

�

ussigkeit vor:

T

ab

= � u

a

u

b

+ P h

ab

:
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3. Das Kosmologische Standardmodell

Die Feldgleichungen implizieren somit (z.B. [38])

(� a

3

)

:

+ P (a

3

)

:

= 0 (3.2)

_a

2

a

2

+

k

a

2

=

�

3

� ; (3.3)

wobei der Punkt die Ableitung nach t abk

�

urzen soll. Wenn die Zustandsgleichung, die � und P

miteinander in Beziehung setzt, bekannt ist, kann man so eine L

�

osung f

�

ur a(t) und f

�

ur �(t) und

P (t) gewinnen.

Die erste Gleichung kann man als Bilanzgleichung zur Erhaltung der Energie interpretieren (z.B.

[32]).

Durch Di�erentiation der zweiten Gleichung erh

�

alt man

3

�a

a

= �

�

2

(�+ 3P ) :

F

�

ur � + 3P > 0, was aus physikalischen Gr

�

unden immer erf

�

ullt sein sollte

1

, ist also �a < 0.

Das Universum kann daher nicht statisch sein, es expandiert ( _a > 0) oder kontrahiert ( _a < 0).

Dieses geschieht in dem Sinne, da� sich der typische Abstand zweier freifallender Systeme (z.B.

Galaxien) vergr

�

o�ert oder verkleinert. Es gibt aber kein ausgezeichnetes Zentrum der Expansion

bzw. Kontraktion.

Im Jahre 1929 entdeckte E. Hubble mit Hilfe der Rotverschiebung, da� sich alle (zumindest

alle entfernteren) Galaxien von uns weg bewegen, und zwar mit einer Geschwindigkeit, die

proportional zu ihrer Entfernung ist. Dieses ist ein eindrucksvoller Beleg f

�

ur die gegenw

�

artige

Expansion des Universums und das kosmologische Standardmodell

�

uberhaupt. Genau dieses

Bild m

�

u�te sich n

�

amlich jedem Beobachter im Universum bieten: Wenn R(t) = R

0

a(t) der

Abstand zu einer Galaxie zum Zeitpunkt t ist, gilt o�ensichtlich

dR

dt

= R

_a

a

. Die Gr

�

o�e

_a

a

wird

als Hubble-Parameter H bezeichnet.

Wenn die Expansion zu allen Zeiten gleich schnell ablief, ist _a = const: und somit a � (t� t

0

).

Dieses f

�

uhrt zu dem Ergebnis, da� vor einem endlich langen Zeitraum t � t

0

=

a

_a

=

1

H

der

Skalenparameter a gleich 0 war, was einem unendlich dichten und hei�en Universum entspricht

und gemeinhin als Urknall oder

"

big bang\ bezeichnet wird. Wegen �a < 0 kann dieser Zeitraum

h

�

ochstens kleiner als

1

H

sein. Aus der erw

�

ahnten Galaxien
ucht kann man die heutige Gr

�

o�e von

H auf Werte zwischen 40

km=s

Mpc

und 100

km=s

Mpc

eingrenzen, was zu einem maximalen Weltalter von

10 bis 25 Milliarden Jahren f

�

uhrt. Dies stimmt recht gut mit den

�

altesten bekannten Sternen

�

uberein, deren Alter auf maximal 20 Milliarden Jahren gesch

�

atzt wird.

Um exakte L

�

osungen der Feldgleichungen formulieren zu k

�

onnen, sollen zwei wichtige Spezialf

�

alle

betrachtet werden: Das Strahlungsuniversum mit P =

1

3

� und das Staubuniversum mit P = 0.

W

�

ahrend f

�

ur unsere Epoche das Staubuniversum ein sehr gutes Modell ist, glaubt man, da� zu

fr

�

uheren Zeiten Materie in Form von Strahlung vorherrschend war. In einem 
achen Robertson-

Walker-Universum ergibt sich (z.B. [38])

P =

1

3

� : a = a

0

(t� t

0

)

1

2

; � � a

�4

(3.4)

P = 0 : a = a

0

(t� t

0

)

2

3

; � � a

�3

: (3.5)

W

�

ahrend das o�ene Modell (k = �1) eine qualitativ

�

ahnliche Zeitentwicklung besitzt, kommt

es in dem geschlossenen (k = 1) nach einer gewissen Zeit zu einem Ende der Expansion und

dann zu einer Kontraktion, die in einem dem Urknall analogen Zustand mit a = 0 (dem

"

big

crunch\) m

�

undet. F

�

ur t! t

0

zeigen aber alle Modelle das gleiche Verhalten.

1

Die m

�

ogliche Verletzung dieser Bedingung in der extremen Fr

�

uhphase des Universums ist hier nicht von

Bedeutung.
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3.3 Die Physik des Urknallmodells

3.3 Die Physik des Urknallmodells

In diesem Abschnitt soll skizziert werden, welche Schlu�folgerungen man aus der Annahme zie-

hen kann, da� die uns bekannte Physik auch im fr

�

uhen Universum Bestand hatte. Das Vertrauen

daf

�

ur, sich so dem Urknall bis auf 10

�5

oder gar weniger Sekunden zu n

�

ahern, gr

�

undet sich dabei

auf die Tatsache, da� die Mikrophysik unterhalb der Temperaturen, die nach dem kosmologi-

schen Standardmodell nach dieser Zeit herrschen, recht gut bekannt und im Labor testbar ist,

wenn keine Gravitationse�ekte auftreten. Die Gravitationswechselwirkung ist aber gegen

�

uber

den anderen Grundkr

�

aften der Natur um viele Gr

�

o�enordnungen kleiner. Au�erdem scheinen

die wenigen nachpr

�

ufbaren Konsequenzen (siehe unten) dieses Modell zu best

�

atigen.

Die im folgenden nachgezeichnete Entwicklung des Universums l

�

a�t sich z.B. in [38], [27], [37]

nachlesen, so da� nicht st

�

andig auf die Literatur verwiesen wurde.

Wie man an den Friedmann-L

�

osungen (3.4), (3.5) sieht, steigt die Energiedichte der Strahlung

st

�

arker als die der Staubmaterie an, wenn a gegen 0 geht. Zu fr

�

uhen Zeiten war daher Strahlung

mit � � a

�4

� t

�2

die dominierende Materieform, und f

�

ur die Temperatur erh

�

alt man aufgrund

des Stefan-Boltzmann-Gesetzes � � T

4

die Beziehung T � a

�1

� t

�

1

2

. Zu sehr kleinen Zeiten

mu� die Temperatur so gro� gewesen sein, da� Paarerzeugungsprozesse auch f

�

ur massive Teilchen

mit den entsprechenden Zerfallsprozessen im Gleichgewicht waren. Mit fallender Temperatur

konnten dann schwere Teilchen nicht mehr erzeugt werden, und immer mehr Teilchen traten aus

dem thermischen Gleichgewicht aus.

So glaubt man, da� das Universum zun

�

achst aus einem extrem dichten und hei�en Plasma

relativistischer Teilchen bestand, in dem Quarks, Leptonen und Eichbosonen mitsamt ihren

Antiteilchen im thermischen Gleichgewicht waren. Der Zustand noch vor dieser Phase

2

, in dem

Quantene�ekte wichtig waren, ist Untersuchungsgegenstand der Quantenkosmologie. Deren Sta-

tus als physikalische Theorie ist aber schon wegen der Ermangelung einer quantenmechanischen

Gravitationstheorie mehr als zweifelhaft. Auch auf die Theorie des

"

in
ation

�

aren Universums\

soll hier nicht eingegangen werden. Sie sagt eine kurzzeitige exponentielle Expansion des Univer-

sums etwa 10

�35

s nach dem Urknall voraus, die aus einer nichtverschwindenden kosmologischen

Konstante resultiert.

Unterhalb einer Temperatur von etwa 10

13

K, und somit etwa 10

�5

s nach dem Urknall, konnten

sich dann stabile Hadronen bilden, und das Universum bestand praktisch ausschlie�lich aus

Neutrinos, Antineutrinos, Photonen, Elektronen, Positronen, Myonen, Antimyonen und einer

kleinen Menge von Protonen und Neutronen im thermischen Gleichgewicht.

Nach etwa 0:1 s und bei Temperaturen von 5 � 10

10

K konnten keine Myonen-Antimyonen-Paare

mehr erzeugt werden, so da� diese zerstrahlten. Dadurch wurde die Wechselwirkung der Neu-

trinos mit den anderen Teilchen so klein, da� sie aus dem Gleichgewicht entkoppelten und sich

nach etwa 2 s praktisch frei entwickelten. Diese Neutrinos m

�

u�te man auch heute noch als eine

auf etwa 2K abgek

�

uhlte Schwarzk

�

orperstrahlung messen k

�

onnen. Aufgrund der extrem kleinen

Wechselwirkung der Neutrinos mit anderer Materie wird dieses aber in naher Zukunft nicht

m

�

oglich sein.

Nach etwa 4 s und bei 5 � 10

9

K zerstrahlten Elektronen und Positronen in Photonen, wobei alle

Positronen und der Gro�teil der Elektronen vernichtet wurden. Durch die Zerstrahlungsenergie

erhielten die Photonen dabei eine um den Faktor 1.4 h

�

ohere Temperatur als die Neutrinos.

Als die Temperatur unter 10

9

K �el, was nach etwa 3 Minuten der Fall war, konnten sich in

komplizierten Prozessen stabile Atomkerne wie

4

He

++

, D

+

,

3

He

++

,

7

Li

+++

usw. bilden. Nur

4

He

++

stellte aber mit ca. 25 Prozent einen nennenswerten Anteil an der Gesamtmasse der

Materie, die sonst praktisch nur aus Protonen bestand. Die Tatsache, da� dieses theoretisch

berechnete Massenverh

�

altnis, das durch sp

�

atere Prozesse (z.B. Nukleosynthese in Sternen) nur

minimal ver

�

andert werden konnte, mit dem heute beobachteten Verh

�

altnis in

�

Ubereinstimmung

ist, bildet eine der Hauptst

�

utzen des hei�en Urknallmodells.

2

Genauer gesagt vor der Planck-Zeit 5 � 10

�44

s.
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3. Das Kosmologische Standardmodell

Die als Rekombination bezeichnete Bildung von neutralem Wassersto� aus Protonen und Elek-

tronen fand nach etwa 4�10

5

Jahren bei Temperaturen von 4000K statt. Da die Photonen danach

nicht mehr an freien Elektronen oder Ionen gestreut werden konnten, kam es so zu einer Ab-

kopplung der Photonen, das Universum wurde

"

durchsichtig\. Das Universum m

�

u�te heute also

mit einer Schwarzk

�

orperstrahlung von Photonen gef

�

ullt sein, die sich seit der Rekombination frei

entwickelten. Genau diese 1948 von G. Gamov vorhergesagte Mikrowellen-Hintergrundstrahlung

wurde 1965 zuf

�

allig von A.A. Penzias und R.W. Wilson entdeckt, was ihnen bekanntlich den

Nobelpreis einbrachte. Sie ist

�

uber den gesamten Himmel praktisch isotrop. Nach neuesten Mes-

sungen betr

�

agt der relative Temperaturunterschied

3

etwa 10

�5

. Damit stellt sie das vielleicht

wichtigste Indiz f

�

ur das kosmologische Standardmodell dar, insbesondere f

�

ur die Grundannahme

der Isotropie.

Nach der Rekombination konnten sich kleine Inhomogenit

�

aten zu Galaxien und Sternen ent-

wickeln. Die dazu notwendigen Inhomogenit

�

atsskalen sind allerdings nicht mit der hohen Isotro-

pie der Hintergrundstrahlung vereinbar. Dieses stellt eines der gr

�

o�ten Probleme der heutigen

Kosmologie dar, das auch durch das m

�

ogliche Vorhandensein von nichtbaryonischer Materie

(

"

dark matter\) noch nicht befriedigend gel

�

ost werden konnte.

Nach etwa 10

5

Jahren wurde dann der Energiebeitrag der Baryonen gr

�

o�er als der der Strahlung.

Das Universum wurde Staub-dominiert, was es bis heute, 15 bis 25 Milliarden Jahre nach dem

Urknall, immer noch ist.

3

Tats

�

achlich mi�t man zus

�

atzlich einen Dipolanteil mit einer Temperaturanisotropie von etwa 3 � 10

�3

, der aus

der Relativbewegung der Erde zum Mikrowellenhintergrund resultiert.
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Teil I

Isotrope L

�

osungen der

Einstein-Liouville-Gleichungen





Einleitung

Inhalt dieses ersten Teils sind die L

�

osungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen f

�

ur

ein Teilchengas, das durch eine Verteilungsfunktion beschrieben wird, die isotrop im Impulsraum

ist. Unter der Annahme, da� au�er der Gravitationskraft keine

�

au�eren Felder auf die Teilchen

wirken, konnten Ehlers, Geren und Sachs [8] 1968 zeigen, da� die Robertson-Walker-Metrik die

einzige nichtstation

�

are Metrik ist, die mit diesem System vertr

�

aglich ist. Die Zeitentwicklung

wird dabei durch die Friedmann-L

�

osungen beschrieben.

Gerade f

�

ur die Kosmologie, in der die Robertson-Walker-Metrik die Grundlage des Standard-

modells darstellt, ist dieses ein hochinteressantes Resultat. Die Homogenit

�

at des Raumes mu�

n

�

amlich wie in Kapitel 3 beschrieben normalerweise vorausgesetzt werden und hat eher den

Status eines weltanschaulichen Prinzips.

Seit dieser Zeit ist keine

�

ahnlich geschlossene Argumentation mehr gefunden worden, die ein

analoges Ergebnis zum Inhalt h

�

atte (f

�

ur mathematische Teilaussagen siehe [1] und [2]).

In Kapitel 4 wird die Argumentation von Ehlers, Geren und Sachs, im folgenden mit EGS

bezeichnet, ausf

�

uhrlich erl

�

autert. F

�

ur die Untersuchung der L

�

osungen der Liouville-Gleichung

habe ich mich allerdings an der Arbeit von Tauber und Weinberg [35] orientiert. Ihre Art der

Argumentation l

�

a�t sich leichter verallgemeinern und enth

�

alt bereits den Fall des elektromagne-

tischen Feldes. Der Fall, da� die betrachteten Teilchen eine verschwindende Ruhemasse haben,

wurde dort zwar ausgeschlossen, die Argumentation lie� sich aber leicht diesbez

�

uglich verall-

gemeinern. Da die vollst

�

andige L

�

osung aber erst in EGS (und au�erdem in viel kompakterer

Form als in Tauber und Weinberg) vorgestellt wurde, werden auch diese Betrachtungen in den

sp

�

ateren Kapiteln der Einfachheit halber als die von EGS bezeichnet.

Im Kapitel 5 soll dann untersucht werden, welche

�

Anderungen sich f

�

ur die L

�

osungen der Liouville-

Gleichung ergeben, wenn sich die Teilchen nicht mehr auf Geod

�

aten bewegen, sondern einem

�

au�eren Feld unterworfen sind. Diese Frage wurde von den Autoren nicht untersucht. Zun

�

achst

wird dabei der Ein
u� eines elektromagnetischen Feldes (der wie gesagt schon in [35] behandelt

wurde) erl

�

autert. In Abschnitt 5.2 wird dann die Bewegungsgleichung

dp

a

ds

= ��

a

bc

p

b

p

c

+ H

a

untersucht, wobei H

a

= H

a

(x

b

) nicht von den Teilchenimpulsen p

a

abh

�

angen soll. Wie man

dort sehen wird, ergeben sich unter diesen Annahmen zwar

�

ahnliche Einschr

�

ankungen f

�

ur die

kinematischen Gr

�

o�en, vor allem im zweiten Fall k

�

onnen aber viele (Zwischen-) Ergebnisse von

EGS nicht mehr aufrecht erhalten werden.

Schlie�lich erfolgt im 6. Kapitel die Untersuchung des Ein
usses eines

�

au�eren Feldes auf die

Auswertung der Feldgleichungen. Neben dem Fall des elektromagnetischen Feldes, in dem eine

Vereinfachung der Feldgleichungen nach dem Schema von EGS nicht mehr m

�

oglich ist, soll vor

allem ein Skalarfeld untersucht werden, das sich nicht direkt in den Bewegungsgleichungen der

Teilchen niederschl

�

agt, wohl aber in den Feldgleichungen. Hier lassen sich unter gewissen An-

nahmen zu EGS analoge Schlu�folgerungen tre�en. F

�

ur das anschlie�end untersuchte Skalarfeld,

das direkt an die Materie (in Form des Energie-Impuls-Tensors) ankoppelt, lassen sich Aussagen

dieser Art nur unter sehr starken Annahmen gewinnen. Im abschlie�end behandelten Fall der

Brans-Dicke-Theorie machen die komplizierten Feldgleichungen schlie�lich eine Argumentation

im Sinne von EGS unm

�

oglich.

21



4. Isotrope L

�

osungen der

Einstein-Liouville-Gleichungen

4.1 Der grundlegende Rahmen

Im Rahmen der allgemeinrelativistischen Kinetischen Theorie soll eine Materieverteilung be-

trachtet werden, die durch eine Verteilungsfunktion f = f(x; p) beschrieben wird. Der Energie-

Impuls-Tensor der Materie ergibt sich wie in Abschnitt 2.2 beschrieben aus

T

ab

=

Z

p

a

p

b

f(x; p) �

m

; (4.1)

wobei

p

a

=

dx

a

ds

der Viererimpuls der Teilchen auf den Weltlinien x

a

(s) und �

m

das Volumenelement der dreidi-

mensionalen Massenschale p

a

p

a

= �m

2

= const: ist. F

�

ur m 6= 0 entspricht ms der Eigenzeit.

Als Vereinfachung wird angenommen, da� alle Teilchen die gleiche Masse haben. Dieses bedeutet

aber keine Einschr

�

ankung der Allgemeinheit der Ergebnisse, da man ein System immer in solche

Untersysteme aufteilen kann.

Au�erdem sollen die Teilchen kollisionsfrei sein, oder es soll ein Sto�gleichgewicht herrschen, so

da� die Liouville-Gleichung gilt:

f(x; p) = const: entlang der Weltlinien, d.h.

df

ds

= f

;a

p

a

+

@f

@p

a

dp

a

ds

= 0 : (4.2)

In der Kosmologie entsprechen diesen F

�

allen die wichtigen Staub- und Strahlungsuniversen.

Au�er dem Gravitationsfeld, das gem

�

a� der Einsteinschen Gravitationstheorie von den Teilchen

selbst erzeugt wird, sollen ferner keine

�

au�eren Kr

�

afte wirken. Die Teilchen bewegen sich daher

auf Geod

�

aten:

dp

a

ds

= ��

a

bc

p

b

p

c

: (4.3)

In sp

�

ateren Kapiteln werden m

�

ogliche Verallgemeinerungen dieser Annahme betrachtet.

Schlie�lich soll die Verteilungsfunktion lokal isotrop im Impulsraum in dem folgenden Sinne sein:

Es gibt ein zeitartiges zukunftsgerichtetes Vektorfeld u

a

(ein

"

Beobachterfeld\) mit u

a

u

a

= �1,

so da� f die Form

f = f(x;�u

a

p

a

) (4.4)

hat. Dabei l

�

a�t sich E = �u

a

p

a

als die Energie der Teilchen interpretieren, die im durch u

a

spezi�zierten Bezugssystem gemessen wird. Im Fall des statistischen Gleichgewichts ist diese

Bedingung automatisch erf

�

ullt. Dieses Vektorfeld ist zun

�

achst unabh

�

angig von den Viererimpul-

sen p

a

der Teilchen, insbesondere sind sie i.a. nicht parallel zueinander.

Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll, folgt aus diesen Annahmen, da� die

resultierende Metrik Robertson-Walker-Form hat oder station

�

ar ist.

22



4.2 Isotrope L

�

osungen der Liouville-Gleichung

4.2 Isotrope L

�

osungen der Liouville-Gleichung

Aus physikalischen Gr

�

unden kann man f(x;E) > 0 und f(x;E) ! 0 f

�

ur E ! 1 annehmen.

In einem Intervall ist daher

@

@E

f 6= 0, so da� man eine Funktion E = g(x; F ) de�nieren kann.

Dabei soll F = f(x;E) als unabh

�

angige Variable behandelt werden.

Aus der Liouville-Gleichung folgt somit

dE

ds

=

dg(x; F )

ds

= g

;a

p

a

+

@g

@F

dF

ds

= g

;a

p

a

:

Andererseits ist

dE

ds

=

d(�u

a

p

a

)

ds

= �(u

a;b

p

b

) p

a

� u

a

(��

a

bc

p

b

p

c

) = �u

a;b

p

a

p

b

;

so da�

g

;a

p

a

= �u

a;b

p

a

p

b

(4.5)

gilt. Die Gr

�

o�e u

a;b

l

�

a�t sich dabei wie in Abschnitt 2.3 beschrieben in invarianter Weise zerlegen.

F

�

ur diese kinematischen Gr

�

o�en ergeben sich nun aus der obigen Gleichung starke Einschr

�

ankun-

gen. Wie unten gezeigt wird, kann man folgende Aussagen tre�en:

� Die Scherung mu� verschwinden:

�

ab

= 0 :

� Mit einem Skalar q 6= 0 gilt

_u

a

�

1

3

� u

a

= (ln q)

;a

:

Daraus kann man (wegen �

ab

= 0)

�

(a;b)

=

1

3

q � g

ab

; �

a

:= q u

a

folgern. Die Weltlinien sind also die Orbits einer durch �

a

erzeugten Gruppe von konformen

Abbildungen der Raumzeit in sich selbst. Wenn � = 0 ist, ist �

a

ein zeitartiger Killing-

Vektor, und die Abbildungen sind Isometrien.

� Die Expansion und die Rotation k

�

onnen nicht beide ungleich 0 sein , wenn m 6= 0 ist:

� !

ab

= 0 f

�

ur m 6= 0 :

Aus den Feldgleichungen kann man sp

�

ater ableiten, da� diese Beziehung auch f

�

ur m = 0

gilt.

Entscheidend ist dabei, da� sich die Metrik f

�

ur den Fall !

ab

= 0 wegen �

ab

= 0 und _u

a

�

1

3

� u

a

=

(ln q)

;a

, was wie gesagt aus der Liouville-Gleichung folgt, nach dem Lemma 3 aus Abschnitt A.4

in der Form

ds

2

= q

2

(�dt

2

+ d�

2

) ; d�

2

= 


��

(x

�

) dx

�

dx

�

(4.6)

schreiben l

�

a�t. Das Vektorfeld u

a

hat in dem mitbewegten Koordinatensystem die Form

u

a

= q

�1

�

a

0

: (4.7)

Der Beweis f

�

ur die behaupteten Eigenschaften der kinematischen Gr

�

o�en soll nun angetreten

werden. Die kovariante Di�erentiation in u

a

-Richtung wird dabei durch einen Punkt abgek

�

urzt,

z.B. _p

a

:= p

a

;b

u

b

.
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�

osungen der Einstein-Liouville-Gleichungen

Zun

�

achst zerlegt man p

a

in Anteile parallel und senkrecht zum Beobachterfeld u

a

:

p

a

= g u

a

+ ~g e

a

; e

a

u

a

= 0 ; e

a

e

a

= 1 :

Wegen p

a

p

a

= �m

2

ist dabei ~g =

p

g

2

�m

2

. Aus Gleichung (4.5) folgt somit

g _g + ~gg

;a

e

a

= �(g _u

a

+ ~g (!

ab

+ �

ab

) e

b

+

1

3

~g � e

a

) p

a

= �g~g _u

a

e

a

� ~g

2

�

ab

e

a

e

b

�

1

3

~g

2

�

, ~g

2

�

ab

e

a

e

b

+ ~g (g _u

a

+ g

;a

) e

a

+ g _g + ~g

2

�

3

= 0 :

Da diese Gleichung f

�

ur alle Richtungen von e

a

gilt, folgt

�

ab

= 0 (4.8)

g _u

a

+ g

;a

= �u

a

(4.9)

1

3

� =

�g _g

g

2

�m

2

: (4.10)

mit einem Skalar �. Das Verschwinden von �

ab

resultiert dabei aus �

ab

u

a

= �

ab

u

b

= 0. Aus

(4.9) folgt durch

�

Uberschieben mit u

a

, da� � = � _g ist, womit wegen (4.10) g

2

_u

a

+ gg

;a

=

(g

2

�m

2

)

1

3

� u

a

folgt. Das ist

�

aquivalent zu

(g

2

)

;a

= g

2

A

a

+m

2

B

a

; (4.11)

A

a

:= �2 ( _u

a

�

1

3

� u

a

) ; B

a

:= �

2

3

� u

a

:

Bildet man von diesem Ausdruck die Rotation, erh

�

alt man

0 = (g

2

A

[a

)

;b]

+m

2

B

[a;b]

= g

2

A

[a;b]

+A

[a

(g

2

A

b]

+m

2

B

b]

) +m

2

B

[a;b]

= g

2

A

[a;b]

+m

2

(A

[a

B

b]

+B

[a;b]

) :

Da in dieser Gleichung nur g von F abh

�

angt, m

�

ussen beide Terme verschwinden:

A

[a;b]

= 0 ; (4.12)

B

[a;b]

+A

[a

B

b]

= 0 f

�

ur m 6= 0 : (4.13)

Man kann also A

a

als Gradient eines Skalars ausdr

�

ucken:

A

a

= ln(q

�2

)

;a

:

Dabei ist q ein beliebiger positiver Skalar. Aus der De�nition von A

a

folgt

_u

a

�

1

3

� u

a

= (ln q)

;a

: (4.14)

Durch

�

Uberschieben mit u

a

erh

�

alt man

� = 3

_q

q

; _u

a

=

q

;b

q

h

b

a

:

Setzt man (4.14) in u

(a;b)

= � _u

(a

u

b)

+

1

3

�h

ab

(was wegen �

ab

= 0 gilt) ein, ergibt sich

u

(a;b)

= �

1

3

� u

a

u

b

�

1

q

q

;(a

u

b)

+

1

3

� h

ab

24



4.2 Isotrope L

�

osungen der Liouville-Gleichung

, q u

(a;b)

+ q

;(b

u

a)

=

1

3

q� g

ab

:

Mit dem Vektorfeld

�

a

:= q u

a

gilt deshalb

�

(a;b)

= � g

ab

; � :=

1

3

q � = _q : (4.15)

F

�

ur den Fall m 6= 0 folgt aus (4.13) wegen B

a

= �

2�

q

u

a

und A

a

= �

2q

;a

q

0 = B

[a;b]

+A

[a

B

b]

= �2 (

�

q

u

[a

)

;b]

+ 4�

1

q

2

q

;[a

u

b]

= �2q

�2

(q�u

[a

)

;b]

;

wie man durch einfaches Di�erenzieren nachrechnen kann. Somit gilt

0 = (� q u

[a

)

;b]

(m 6= 0) : (4.16)

�

Uberschieben mit h

a

c

h

b

d

liefert (wegen h

a

b

u

a

= 0 und !

ab

:= h

c

a

h

d

b

u

[c;d]

)

0 = �q h

a

c

h

b

d

u

[a;b]

=

1

3

q

2

� !

cd

;

woraus die Beziehung

� !

ab

= 0 f

�

ur m 6= 0 (4.17)

resultiert.

Nachdem diese Aussagen

�

uber die kinematischen Gr

�

o�en gewonnen werden konnten, soll nun

gezeigt werden, da� man eine Erhaltungsgr

�

o�e konstruieren kann, durch die sich die Verteilungs-

funktion f ausdr

�

ucken l

�

a�t. Au�erdem kann man gewisse Aussagen

�

uber die funktionale Form

des konformen Faktors q gewinnen, die f

�

ur das weitere Vorgehen wichtig sind.

Wegen Gleichung (4.16) l

�

a�t sich zun

�

achst �q u

a

f

�

ur m 6= 0 als Gradient eines beliebigen Skalars

schreiben:

� q u

a

=

1

2

k

;a

(m 6= 0) : (4.18)

Damit hat B

a

f

�

ur m 6= 0 die Form B

a

= �q

�2

k

;a

, und Gleichung (4.11) wird zu

(g

2

)

;a

= �2g

2

q

;a

q

�

m

2

q

2

k

;a

:

Diese Gleichung hat auch f

�

ur m = 0 Bestand, da dann der zweite Term verschwindet (vergl.

(4.11)). Durch Umformen erh

�

alt man

0 = q

2

(g

2

)

;a

+ g

2

2qq

;a

+m

2

k

;a

, (g

2

q

2

+m

2

k)

;a

= 0 : (4.19)

Dieser Ausdruck h

�

angt also von F , nicht aber von x

a

ab, so da� die Verteilungsfunktion die

Form

f = f( q

2

E

2

+m

2

k ) = f( (�

a

p

a

)

2

+m

2

k ) (4.20)

haben mu�. Der Term q

2

E

2

+m

2

k ist also eine Erhaltungsgr

�

o�e.

F

�

ur die weitere Argumentation mu� man eine Fallunterscheidung tre�en.
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�
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� = 0

Wegen � = 3

_q

q

resultiert in diesem Fall zun

�

achst aus Gleichung (4.15)

_q = 0 ; �

(a;b)

= 0 :

Der Vektor �

a

= q u

a

ist also ein Killing-Vektor. Da er zudem noch zeitartig ist, mu� die Metrik

station

�

ar sein, im Falle !

ab

= 0 sogar statisch (siehe Abschnitt 1.3).

F

�

ur m = 0 impliziert Gleichung (4.19) au�erdem

(g

2

q

2

)

;a

= 0 :

Dies ergibt sich aber auch im Fall m 6= 0, da k konstant ist:

1

2

k

;a

= � q u

a

=

1

3

q

2

� u

a

= 0 :

Damit gilt

f = f(q

2

E

2

) : (4.21)

� 6= 0, m = 0

In diesem Fall erh

�

alt man die gleiche Erhaltungsgr

�

o�e wie f

�

ur � = 0. Aus (4.19) folgt n

�

amlich

(g

2

q

2

)

;a

= 0

und so

f = f(q

2

E

2

) :

F

�

ur !

ab

= 0 l

�

a�t sich die Metrik konform zerlegen, weitere Aussagen

�

uber q kann man hier aber

nicht machen.

� 6= 0, m 6= 0

Gleichung (4.17) impliziert zun

�

achst !

ab

= 0. Damit l

�

a�t sich die Metrik gem

�

a� Gleichung

(4.6) konform zerlegen. Insbesondere ist u

a

= q

�1

�

a

0

. Wenn im folgenden von der Zeit oder von

r

�

aumlichen Komponenten die Rede ist, so beziehen sie sich auf dieses ausgezeichnete Koordina-

tensystem.

Aus Gleichung (4.18) folgt somit k = k(t). Durch

�

Uberschieben von (4.18) mit u

a

gilt zudem

_

(q

2

) = �

_

k, so da� man q

2

als

q

2

= A(x

�

)� k(t) (4.22)

mit einer beliebigen Funktion A schreiben kann. F

�

ur die Metrik resultiert damit

G = (A(x

�

)� k(t)) (�dt

2

+ d�

2

) (4.23)

und f hat die Form

f = f

�

(A(x

�

)� k(t))

2

E

2

�m

2

k(t)

�

: (4.24)

Neben den weiter oben abgeleiteten Eigenschaften der kinematischen Gr

�

o�en konnte also in

allen F

�

allen eine einfache funktionale Form f

�

ur die Verteilungsfunktion angegeben werden. Im

Fall m� 6= 0, in dem die Metrik konform zerlegbar ist, lie� sich der konforme Faktor au�erdem

auf die Form (4.22) einschr

�

anken, was f

�

ur die weitere Argumentation entscheidend sein wird.
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4.3 L

�

osungen der Feldgleichungen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Bedingungen an die Metrik aus der Feld-

gleichung R

ab

�

1

2

Rg

ab

= �T

ab

folgen. Dabei soll vor allem der Fall � 6= 0 untersucht werden, da

die Metrik sonst station

�

ar und f

�

ur die Kosmologie wenig interessant ist.

Wegen der Isotropie von f bez

�

uglich u

a

hat der Energie-Impuls-Tensor die Form einer idealen

Fl

�

ussigkeit:

T

ab

= � u

a

u

b

+ P h

ab

; h

ab

= g

ab

+ u

a

u

b

: (4.25)

F

�

ur m = 0 erh

�

alt man wegen

T

a

a

=

Z

p

a

p

a

f �

m

= (�m

2

)

Z

f �

m

= 0

die Zustandsgleichung

P =

1

3

� :

Man kann nun mit Hilfe der Feldgleichungen zeigen, da� ein solcher Strahlungs - Energie-Impuls-

Tensor unter der zus

�

atzlichen Annahme �

ab

= 0, die hier als Folgerung der Liouville-Gleichung

erf

�

ullt ist, zu der Beziehung

� !

ab

= 0

f

�

uhrt [36]. F

�

ur m 6= 0 folgte dies bereits aus der Liouville-Gleichung (Gleichung (4.17)). Der

Beweis wird hier aber nicht vorgef

�

uhrt, da er relativ lang und technisch ist.

Wenn die Expansion ungleich Null ist, was im folgenden angenommen werden soll, kann man

somit

!

ab

= 0

folgern, so da� sich die Metrik gem

�

a� Gleichung (4.6) konform zerlegen l

�

a�t.

Nun macht man sich eine wichtige Eigenschaft des Vektorfeldes u

a

zunutze. Aus der Feldglei-

chung folgt n

�

amlich, da� u

a

ein Eigenvektor des Ricci-Tensors ist, d.h. es gilt

u

a

R

a[b

u

c]

= 0 :

Aufgrund der Identit

�

at u

a

R

a[b

u

c]

= �

;[b

u

c]

+Terme(!

bc

; �

bc

), die sich aus u

d

R

d

abc

= u

a;[b;c]

(siehe

Abschnitt 1.1) ergibt, kann man daher

�

;[a

u

b]

= 0

folgern, da �

ab

und !

ab

hier gleich 0 sind. Im mitbewegten Koordinatensystem ist ferner u

a

=

�q �

0

a

, so da� � nur von t abh

�

angen kann. Wegen der aus (4.14) folgenden Beziehung �(t) =

3 (ln q)

;a

q

�1

�

a

0

= �3

@

@t

(

1

q

) folgt

q

2

= (B(x

�

) +C(t))

�2

(4.26)

mit beliebigen Funktionen B und C (die Beziehung zwischen C und � ist hier nicht relevant).

F

�

ur m 6= 0 liefert der Vergleich mit (4.22), da� B oder C konstant sein mu�. Wegen � = �(t)

kann man daher o.B.d.A. B gleich 0 setzen und erh

�

alt

q

2

= q

2

(t) (m 6= 0) : (4.27)

Da� dieses wichtige Teilergebnis auch f

�

ur m = 0 resultiert, ist etwas schwieriger zu zeigen. Dazu

wertet man zun

�

achst die (aus der Bianchi-Identit

�

at folgende) Gleichung T

ab

;b

= 0 f

�

ur P =

1

3

�

aus:

0 = (

4

3

� u

a

u

b

+

1

3

� g

ab

)

;b

=

4

3

_� u

a

+

4

3

� ( _u

a

+ u

a

�) +

1

3

�

;a

:
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4. Isotrope L

�

osungen der Einstein-Liouville-Gleichungen

�

Uberschieben mit u

a

liefert �

4

3

_��

4

3

� � +

1

3

_� = 0 und damit _� = �

4

3

� �, womit gilt:

�

4

3

� � u

a

+ � ( _u

a

+ u

a

�) = �

1

4

�

;a

, _u

a

�

1

3

� u

a

= �

1

4

(ln �)

;a

:

Aus dem Vergleich mit (4.14) erh

�

alt man

� = q

�4

= (B(x

�

) + C(t))

4

: (4.28)

Mit Hilfe dieser Beziehung soll nun die mit u

a

u

b

�

uberschobene Feldgleichung G

ab

u

a

u

b

= � �

ausgenutzt werden. Wegen der konformen Zerlegbarkeit der Metrik kann man u

a

= q

�1

�

a

0

w

�

ahlen

und die Gleichung wird zu G

00

q

�2

= � �. F

�

ur das Linienelement gilt ds

2

= q

2

ds

2

; ds

2

=

�dt

2

+ 


��

(x

�

) dx

�

dx

�

. Der Ricci-Tensor von ds

2

hat dabei die Komponenten R

00

= R

0�

=

0 ; R

��

=

~

R

��

, wobei

~

R

��

der Ricci-Tensor bez

�

uglich 


��

ist. Mit Hilfe der Formeln aus Anhang

A.4 erh

�

alt man somit

G

00

=

1

2

~

R+ 2(ln q)

;0;0

� 2(ln q)

;0

2

+ 2 (�(ln q)

;0;0

+ 


��

(ln q)

;�;�

) +

�

�(ln q)

;0

2

+

+


��

(ln q)

;�

(ln q)

;�

)

=

1

2

~

R� 3(ln q)

;0

2

+ 2


��

(ln q)

;�;�

+ 


��

(ln q)

;�

(ln q)

;�

und G

00

q

�2

= � � wird mit (4.27) und (4.28) zu

�

1

2

~

R� 3 (

C

;0

B + C

)

2

� 2


��

(

B

;�;�

B + C

�

B

;�

B

;�

(B + C)

2

) + 


��

B

;�

B

;�

(B + C)

2

�

(B + C)

2

= � (B + C)

4

,

1

2

~

R (B + C)

2

� 3C

;0

2

� 2


��

B

;�;�

(B + C) + 3


��

B

;�

B

;�

= � (B + C)

4

:

Mit der neuen Zeitkoordinate � := C(t) und F (�) := C

;0

2

gilt damit

3F (�) =

1

2

~

R (B + �)

2

� 2


��

B

;�;�

(B + �) + 3


��

B

;�

B

;�

� � (B + �)

4

:

Da nun die linke Seite dieser Gleichung nur von � abh

�

angt, kann man einen Koe�zientenvergleich

vornehmen. Insbesondere der Term 4B(x

�

) �

3

auf der rechten Seite mu� eine Funktion von �

sein. Daher ist B konstant und kann gleich 0 gesetzt werden. Damit wurde gezeigt, da� der

konforme Faktor q auch im Fall m = 0 eine reine Funktion von t ist.

Mit einer Umde�nition der Zeitkoordinate erh

�

alt man also in jedem Fall die Metrik ds

2

=

�d

~

t

2

+ q(

~

t)

2

d�

2

. Aus Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit wird ds

2

von nun an in der Form

ds

2

= �dt

2

+ a(t)

2

d�

2

; d�

2

= 


��

(x

�

) dx

�

dx

�

(4.29)

geschrieben.

Wie man dem letzten Abschnitt entnehmen kann, hat die Verteilungsfunktion f

�

ur m 6= 0 wegen

q(t)

2

= const:�k(t) (Gleichung (4.22) die Form f = f(q

2

E

2

�q

2

m

2

). F

�

urm = 0 ist f = f(q

2

E

2

).

In beiden F

�

allen kann man f also als f = f(q

2

p

a

p

b

h

ab

) und somit als

f = f( a

2

(t) p

2

) ; p

2

:= p

a

p

b

h

ab

(4.30)

schreiben. Wegen T

ab

=

R

p

a

p

b

f �

m

ist au�erdem

� = �(t) ; P = P (t) :
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4.3 L

�

osungen der Feldgleichungen

Diese Form f

�

ur die Verteilungsfunktion erh

�

alt man auch, wenn man die Robertson-Walker-

Metrik voraussetzt und die Verteilungsfunktion in der in Anhang A.3 beschriebenenWeise daraus

ableitet [7]. Diese Herangehensweise ist die Grundlage f

�

ur den Teil II dieser Arbeit.

Die gefundene Formen f

�

ur die Metrik und den Energie-Impuls-Tensor implizieren nun schon,

da� ds

2

eine Robertson-Walker-Metrik sein mu�, die durch die Friedmann-Zeitentwicklung cha-

rakterisiert ist. Dieses soll abschlie�end gezeigt werden.

Zu einer Metrik der Form (4.29) geh

�

oren die folgenden nichtverschwindenden Komponenten des

Ricci-Tensors, wie man z.B. mit Hilfe der Formeln aus Anhang A.4 nachrechnen kann:

R

00

= �3

�a

a

R

��

=

~

R

��

+ 


��

(a�a+ 2_a

2

) :

Dabei ist

~

R

��

=

~

R

��

(x

�

) der Riccitensor bez

�

uglich 


��

. Die Feldgleichungen in der Form R

ab

=

� (T

ab

�

1

2

T

c

c

g

ab

) lauten somit

�3

�a

a

= � (T

00

+

1

2

T

c

c

)

~

R

��

+ 


��

(a�a+ 2_a

2

) = � (T

��

�

1

2

T

c

c

a

2




��

) :

Setzt man T

00

= � ; T

��

= P a

2




��

; T

c

c

= 3P�� (alles direkte Folgerungen aus der Form (4.25)

von T

ab

) in die obigen Gleichungen ein, erh

�

alt man

�3

�a

a

=

�

2

(3P + �) (4.31)

und

~

R

��

+ 


��

K(t) = 0 ; (4.32)

K(t) := a�a+ 2_a

2

+

�

2

a

2

(P � �) :

Da

~

R

��

und 


��

nur von den Raumkoordinaten x

�

abh

�

angen und K nur von t, mu� K kon-

stant sein. Der durch

~

R

��

beschriebene dreidimensionale Raum ist damit ein Raum konstanter

Kr

�

ummung

1

(in drei Dimensionen ist

~

R

����

eindeutig durch

~

R

��

bestimmt), d.h.

~

R

����

= k (


��




��

� 


��




��

)

mit k := �

1

2

K, wobei k die Werte �1; 0; 1 annehmen kann (nach Umskalierung von a). Damit

ist ds

2

eine Robertson-Walker-Metrik:

G = �dt

2

+ a(t)

2

dx

2

+ dy

2

+ dz

2

(1 +

1

4

k r

2

)

2

mit r

2

:= x

2

+ y

2

+ z

2

.

Betrachtet man die Argumentation f

�

ur den Fall m = 0, so zeigt sich, da� diese Form f

�

ur die

Metrik unter den Annahmen T

ab

=

4

3

� u

a

u

b

+

1

3

� g

ab

und �

ab

= !

ab

= 0 unabh

�

angig von

Modellvorstellungen der Kinetischen Theorie resultiert. Sowohl bei der Herleitung von Gleichung

(4.28) als auch bei der Bestimmung der Form der Metrik wurden n

�

amlich nur die Feldgleichungen

ausgenutzt.

Schlie�lich soll die Zeitentwicklung des Systems untersucht werden.

1

In Abschnitt 3.1 wurde ein solcher Raum etwas genauer beschrieben.
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4. Isotrope L

�

osungen der Einstein-Liouville-Gleichungen

Die Energiedichte � und der Druck P lassen sich

�

uber T

ab

=

R

p

a

p

b

f�

m

durch die Verteilungs-

funktion f = f(a(t)

2

p

2

) ausdr

�

ucken. Dazu benutzt man das Volumenelement in orthonormalen

Koordinaten

2

mit p

1

= jpj sin � sin', p

2

= jpj sin � cos', p

3

= jpj cos � [7] :

�

m

= p

2

(m

2

+ p

2

)

�

1

2

djpj sin � d� d' :

Man erh

�

alt

� = T

ab

u

a

u

b

=

Z

(m

2

+ p

2

) f(a

2

p

2

) �

m

=

Z

1

0

(m

2

+ p

2

)

1

2

p

2

f(a

2

p

2

) djpj

Z

�

0

sin � d�

Z

2�

0

d'

= 4� a

�4

Z

1

0

(a

2

m

2

+ u

2

)

1

2

u

2

f(u

2

) du

und

P =

1

3

(T

a

a

+ �)

=

1

3

Z

(�m

2

) f(a

2

p

2

)�

m

+

1

3

�

= �

4�

3

m

2

a

�2

Z

1

0

(a

2

m

2

+ u

2

)

�

1

2

u

2

f(u

2

) du+

1

3

�

=

4�

3

a

�4

Z

1

0

(a

2

m

2

+ u

2

)

�

1

2

u

4

f(u

2

) du :

Wie man leicht nachrechnen kann, folgt aus diesen Beziehungen

(�a

3

)

:

+ P (a

3

)

:

= 0 : (4.33)

Diese Gleichung ist schon aus Abschnitt 3.2 bekannt.

Einsetzen von (4.31) in den Ausdruck f

�

ur K = �2k liefert

�2k = �a

1

3

a

�

2

(3P + �) + 2_a

2

+

�

2

a

2

(P � �)

, 2 _a

2

+ 2k =

2

3

� � a

2

,

_a

2

a

2

+

k

a

2

=

�

3

� :

Zusammen mit der Gleichung (4.33) liegt also das aus Abschnitt 3.2 bekannte Di�erentialglei-

chungs-System vor, das zu den Friedmann-L

�

osungen f

�

uhrt. Wenn die genaue Form der Vertei-

lungsfunktion bekannt ist, kann man die Energiedichte und den Druck wie oben gezeigt aus ihr

berechnen und so die Zeitentwicklung von a(t) vollst

�

andig festlegen. Die Zustandsgleichung, die

� und P miteinander in Beziehung setzt, mu� hier also nicht vorausgesetzt werden, sondern kann

mit Hilfe der Verteilungsfunktion abgeleitet werden. Dieser Sachverhalt, der immer zutage tritt,

wenn die Form der Verteilungsfunktion bekannt ist, unterstreicht ganz allgemein den Nutzen

der Kinetischen Theorie.

2

In diesen Koordinaten ist g = �1.
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5. L

�

osungen der Liouville-Gleichung mit

�

au�erem Feld

Die Annahme, da� sich die Teilchen auf Geod

�

aten bewegen, soll nun fallengelassen werden. Alle

folgenden Betrachtungen lassen aber zwei Grundannahmen von EGS unangetastet:

� lokale Isotropie der Verteilungsfunktion : f = f(x;E) = f(x;�u

a

p

a

)

� Liouville-Gleichung : f = const: entlang der Weltlinien

Wenn diese Annahmen modi�zieren w

�

urden, m

�

u�te man einen v

�

ollig neuen Argumentations-

weg zur Bestimmung der Metrik konstruieren. Anscheinend kann man n

�

amlich nur mit diesen

Annahmen die kinematischen Parameter der Metrik so weit einschr

�

anken, da� man mit Hilfe

des Lemmas 3 aus Anhang A.4 eine bestimmte funktionale Form f

�

ur die Metrik angeben kann.

Da� diese noch recht allgemeine Form nur mit den Feldgleichungen vertr

�

aglich ist, wenn die Me-

trik eine Robertson-Walker-Metrik ist, ist ein weiterer Hinweis, da� der Beweis eines

�

ahnlichen

Ergebnisses unter allgemeineren Bedingungen ungleich schwerer ist und neue Beweistechniken

erfordert. Tats

�

achlich gibt es seit der 1968 abgefassten Arbeit von EGS kein analoges Ergeb-

nis, mit dem man von Eigenschaften der Verteilungsfunktion eindeutig auf die Form der Metrik

schlie�en k

�

onnte.

Was allerdings modi�ziert werden kann, sind die beiden folgenden Annahmen:

� Die durch die Verteilungsfunktion beschriebene Materie wird neben der Gravitations-

wechselwirkung durch kein

�

au�eres Feld beein
u�t, d.h. die Teilchen bewegen sich auf

Geod

�

aten:

Dp

a

Ds

=

dp

a

ds

+ �

a

bc

p

b

p

c

= 0 :

Wegen der Isotropie bez

�

uglich u

a

hat daher der Energie-Impuls-Tensor die Form einer

idealen Fl

�

ussigkeit:

T

ab

= � u

a

u

b

+ Ph

ab

:

� Metrik und Materie sind durch die Einsteinschen Feldgleichungen miteinander verbunden:

R

ab

�

1

2

Rg

ab

= �T

ab

:

Vor allem eine m

�

ogliche Verallgemeinerung der ersten Annahme ist Inhalt der folgenden Ab-

schnitte. In Abschnitt 6.4 wird kurz die Brans-Dicke-Theorie behandelt, in der andere Feldglei-

chungen vorliegen. Allerdings l

�

a�t sich auch dieser Fall auf die normale Einsteinsche Theorie mit

einem zus

�

atzlichen Skalarfeld zur

�

uckf

�

uhren.

Zun

�

achst soll es dabei um die L

�

osungen der Liouville-Gleichung gehen. Die Einschr

�

ankungen

durch die Feldgleichungen sind dann Inhalt des darau�olgenden Kapitels.
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5. L

�

osungen der Liouville-Gleichung mit

�

au�erem Feld

5.1 Elektromagnetisches Feld

Hier soll untersucht werden, welche Folgerungen sich aus der Liouville-Gleichung f

�

ur eine Vertei-

lungsfunktion der Form f = f(x;E) = f(x;�u

a

p

a

) gewinnen lassen, wenn die Materie neben der

Gravitationswechselwirkung unter dem Ein
u� eines

�

au�eren elektromagnetischen Feldes steht.

F

�

ur den Fall m 6= 0 wurde dies bereits in [35] gezeigt.

Die Bewegungsgleichung lautet hier

dp

a

ds

= ��

a

bc

p

b

p

c

+ eF

a

b

p

b

: (5.1)

Wie im vorigen Kapitel gilt f

�

ur E = g(x; F ) ; F = f(x;E) wegen der Liouville-Gleichung

dE

ds

= g

;a

p

a

:

Die neue Bewegungsgleichung f

�

uhrt nun aber auf

dE

ds

= �u

a;b

p

a

p

b

� e u

a

F

a

b

p

b

und so zu

g

;a

p

a

= �u

a;b

p

a

p

b

� e u

a

F

a

b

p

b

: (5.2)

Trotz des Auftretens des neuen Terms eF

a

b

u

a

p

b

ergeben sich die gleichen Einschr

�

ankungen f

�

ur

die kinematischen Gr

�

o�en, was nun gezeigt werden soll.

Mit p

a

= gu

a

+ ~ge

a

; e

a

u

a

= 0 ; e

a

e

a

= 1 erh

�

alt man aus (5.2) wegen u

a

F

a

b

p

b

= u

a

F

a

b

~g e

b

, was

aus F

(ab)

= 0 folgt, die Gleichung

~g

2

�

ab

e

a

e

b

+ ~g (g _u

a

+ g

;a

+ eF

b

a

u

b

) e

a

+ g _g + ~g

2

�

3

= 0 :

Daraus folgt

�

ab

= 0 ; (5.3)

g _u

a

+ g

;a

+ F

a

= �u

a

; (5.4)

�

3

=

�g _g

g

2

�m

2

: (5.5)

mit F

a

:= eF

b

a

u

b

. Aus (5.4) folgt �� = _g = �

g

2

�m

2

g

�

3

und somit g

2

_u

a

+ gg

;a

+ gF

a

= (g

2

�

m

2

)

�

3

u

a

, was

�

aquivalent ist zu

(g

2

)

;a

= g

2

A

a

+m

2

B

a

� 2gF

a

; (5.6)

A

a

:= �2 ( _u

a

�

�

3

u

a

) ; B

a

:= �

2

3

� u

a

:

Die Terme A

a

und B

a

sind wie in EGS de�niert. Hieraus erh

�

alt man

0 = (g

2

A

[a

)

;b]

+m

2

B

[a;b]

� 2(gF

[a

)

;b]

= g

2

A

[a;b]

+A

[a

(g

2

A

b]

+m

2

B

b]

� 2gF

b]

) +m

2

B

[a;b]

� 2gF

[a;b]

�2F

[a

(

1

2

gA

b]

+

m

2

2g

eB

b]

)

= g

2

A

[a;b]

+m

2

(A

[a

B

b]

+B

[a;b]

)�

m

2

g

F

[a

B

b]

� 2g (F

[a;b]

+

1

2

A

[a

F

b]

) :
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5.1 Elektromagnetisches Feld

Da nur g von F abh

�

angt (nicht zu verwechseln mit F

a

), kann man einen Koe�zientenvergleich

in g vornehmen und erh

�

alt

A

[a;b]

= 0 ; (5.7)

A

[a

B

b]

+B

[a;b]

= 0 f

�

ur m 6= 0 ; (5.8)

F

[a;b]

+

1

2

A

[a

F

b]

= 0 ; (5.9)

F

[a

B

b]

= 0 f

�

ur m 6= 0 : (5.10)

Neben den beiden neuen Gleichungen f

�

ur F

a

ergeben sich (5.7) und (5.8) also genauso wie im

Abschnitt 4.2 . Wie dort gezeigt wurde, implizieren sie die Beziehungen

A

a

= ln(q

�2

)

;a

_u

a

�

1

3

� u

a

= (ln q)

;a

; (5.11)

�

(a;b)

= _q g

ab

; �

a

:= q u

a

(5.12)

� !

ab

= 0 f

�

ur m 6= 0 : (5.13)

Auch die Einf

�

uhrung des Skalars k ergibt sich als Folgerung von Gleichung (5.8) wie im vorigen

Kapitel, wenn m 6= 0 ist:

_qq u

a

=

1

3

� q

2

u

a

=

1

2

k

;a

(m 6= 0) : (5.14)

Damit hat B

a

wieder die Form B

a

= �q

�2

k

;a

f

�

ur m 6= 0.

Allerdings ist es i.a. nicht mehr m

�

oglich, eine Erhaltungsgr

�

o�e zu konstruieren. Gleichung (5.6)

ist n

�

amlich nun

�

aquivalent zu

(g

2

)

;a

= �2g

2

q

;a

q

�

m

2

q

2

k

;a

� 2gF

a

, q

2

(g

2

)

;a

= �g

2

(q

2

)

;a

�m

2

k

;a

� 2gq

2

F

a

, (g

2

q

2

+m

2

k)

;a

= �2gq

2

F

a

: (5.15)

Die rechte Seite l

�

a�t sich i.a. nicht als Gradient eines Skalars ausdr

�

ucken.

Die Gleichungen (5.9) und (5.10) liefern hier au�erdem gewisse Einschr

�

ankungen f

�

ur F

a

. Aus

(5.9) folgt

0 = F

[a;b]

�

1

q

q

;[a

F

b]

=

1

q

(qF

[a

)

;b]

:

Man kann somit qF

a

als Gradient eines Skalars schreiben:

qF

a

= Q

;a

: (5.16)

Aus (5.10) folgt f

�

ur m 6= 0 ferner

0 = �

1

q

2

k

;[a

F

b]

= �

1

q

3

k

;[a

(qF

b]

)

und so

k

;[a

Q

;b]

= 0 (m 6= 0) : (5.17)

Auch hier mu� f

�

ur die weitere Argumentation eine Fallunterscheidung getro�en werden:
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5. L

�

osungen der Liouville-Gleichung mit

�

au�erem Feld

� = 0

Wegen Gleichung (5.12) ist �

a

f

�

ur verschwindende Expansion ein zeitartiger Killing-Vektor. Die

Metrik ist damit station

�

ar.

F

�

ur m 6= 0 folgt aus (5.14), da� k konstant ist, so da� der Term (m

2

k)

;a

in Gleichung (5.15) auf

jeden Fall verschwindet. Mit qF

a

= Q

;a

gilt so

(g

2

q

2

)

;a

= �2gq Q

;a

, (gq +Q)

;a

= 0 :

F

�

ur die Verteilungsfunktion resultiert damit

f = f(qE +Q) : (5.18)

� 6= 0, m = 0

Aus (5.15) folgt wie im Fall � = 0

(gq +Q)

;a

= 0

und daher

f = f(qE +Q) :

� 6= 0, m 6= 0

Wie bei EGS impliziert (5.13) !

ab

= 0, so da� sich die Metrik konform zerlegen l

�

a�t. Auch die

funktionale Form des konformen Faktors q ergibt sich aus (5.14) wegen k = k(t) genauso als

q

2

= A(x

�

)� k(t) : (5.19)

Gleichung (5.17) liefert au�erdem k

;0

Q

;�

= k

;�

Q

;0

= 0. Da k wegen (5.14) nicht konstant ist,

kann Q nur von der Zeit abh

�

angen:

Q = Q(t) :

Zusammenfassend kann man also sagen, da� die Beziehungen f

�

ur die kinematischen Gr

�

o�en auch

bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes erhalten bleiben. Im Fall � = 0 oder m = 0

konnte die neue Erhaltungsgr

�

o�e qE + Q mit qF

a

= Q

;a

formuliert werden. Dieses gelingt im

Fall � 6= 0, m 6= 0 i.a. aber nicht. Die Form (5.19) f

�

ur den konformen Faktor q resultiert aber in

diesem Fall wie bei EGS.

5.2 p

a

- unabh

�

angiges

�

au�eres Feld

In diesem Abschnitt soll ein

�

au�eres Feld betrachtet werden, das zu der Bewegungsgleichung

dp

a

ds

= ��

a

bc

p

b

p

c

+H

a

(5.20)

f

�

uhrt, wobei H

a

= H

a

(x

b

) nicht von den Teilchenimpulsen p

a

abh

�

angen soll. Das elektromagne-

tische Feld erf

�

ullt diese Bedingung o�ensichtlich nicht.

Hier taucht nun das Problem auf, da� die durch m =

p

�p

a

p

a

de�nierte Masse i.a. nicht mehr

auf den Weltlinien konstant ist:

dm

2

ds

= p

a

(�p

b

p

b

)

;a

+ (H

a

� �

a

bc

p

b

p

c

)

@

@p

a

(�p

d

p

d

)

= �g

bc;a

p

a

p

b

p

c

� 2H

a

p

a

+ 2�

a

bc

p

b

p

c

p

a

= �2H

a

p

a

:
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5.2 p

a

- unabh

�

angiges

�

au�eres Feld

Da man aber von der Ruhemasse diese Eigenschaft erwartet, soll der Ansatz

p

a

= P

a

+ h r

a

; r

a

P

a

= 0 ; r

a

r

a

= 1

gemacht und m

0

:=

p

�P

a

P

a

als Ruhemasse interpretiert werden. Dabei soll h = h(x

a

) nicht

explizit von p

a

abh

�

angen. Somit gilt

dm

0

2

ds

=

d

ds

(m

2

+ h

2

)

= �2H

a

p

a

+ p

a

(h

2

)

;a

:

Wenn die Ruhemasse auf den Weltlinien konstant sein soll, mu� daher

(h

2

)

;a

p

a

= 2H

a

p

a

(5.21)

gelten. Man erh

�

alt also eine direkte Beziehung zwischen h und H

a

, kann aber h nicht eindeutig

aus H

a

gewinnen.

Zun

�

achst verl

�

auft die Argumentation aber bis auf einen Zusatzterm wie in EGS. Die Vertei-

lungsfunktion hat die Form f = f(x;�u

a

p

a

) und mit E := �u

a

p

a

= g(x; F ) resultiert wegen

dE

ds

= �u

a;b

p

a

p

b

� u

a

H

a

die Gleichung

g

;a

p

a

= �u

a;b

p

a

p

b

�H

a

u

a

:

Analog zu EGS erh

�

alt man damit (p

a

= gu

a

+ ~ge

a

)

~g

2

�

ab

e

a

e

a

+ ~g (g _u

a

+ g

;a

) e

a

+H

a

u

a

+ g _g + ~g

2

�

3

= 0

und mit der Abk

�

urzung H := H

a

u

a

�

ab

= 0

g _u

a

+ g

;a

= �u

a

1

3

� = �

g _g +H

g

2

�m

2

:

Aus �� = _g ergibt sich nun g

2

_u

a

+ gg

;a

= (g

2

�m

2

)

1

3

� u

a

�Hu

a

, womit

(g

2

)

;a

= g

2

A

a

+m

2

B

a

+ C

a

; (5.22)

A

a

:= �2 ( _u

a

�

1

3

� u

a

) ; B

a

:= �

2

3

� u

a

; C

a

:= �2Hu

a

:

folgt. F

�

ur die De�nition von A

a

und B

a

ergeben sich also keine

�

Anderungen. Damit gilt

0 = (g

2

A

[a

)

;b]

+m

2

B

[a;b]

+ C

[a;b]

= g

2

A

[a;b]

+A

[a

(g

2

A

b]

+m

2

B

b]

+ C

b]

) +m

2

B

[a;b]

+ C

[a;b]

= g

2

A

[a;b]

+m

2

(A

[a

B

b]

+B

[a;b]

) +A

[a

C

b]

+ C

[a;b]

und somit wegen g = g(x; F ) (m

2

= m

0

2

+ h

2

h

�

angt nicht von F ab)

A

[a;b]

= 0 (5.23)

m

2

(A

[a

B

b]

+B

[a;b]

) +A

[a

C

b]

+ C

[a;b]

= 0 : (5.24)

Die erste Beziehung liefert wie in EGS

A

a

= ln(q

�2

)

;a

;
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5. L

�

osungen der Liouville-Gleichung mit

�

au�erem Feld

woraus

_u

a

�

1

3

� u

a

= (ln q)

;a

und mit �

a

:= q u

a

�

(a;b)

= � g

ab

; � =

1

3

q � = _q (5.25)

resultiert, wie in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde. Auch die Beziehung

A

[a

B

b]

+B

[a;b]

= �2q

�2

(�qu

[a

)

;b]

wurde dort abgeleitet. Zusammen mit

A

[a

C

b]

+ C

[a;b]

= 4Hq

�1

q

;[a

u

b]

� 2(Hu

[a

)

;b]

= q

�2

�

2H(q

2

)

;[a

u

b]

� 2q

2

(Hu

[a

)

;b]

�

= �2q

�2

(q

2

Hu

[a

)

;b]

:

erh

�

alt man

m

2

(�q u

[a

)

;b]

+ (q

2

H u

[a

)

;b]

= 0 : (5.26)

Formt man diese Gleichung nach

m

2

(�q)

;[b

u

a]

+ (q

2

H)

;[b

u

a]

+ (m

2

� q + q

2

H)u

[a;b]

= 0

um und

�

uberschiebt mit h

a

c

h

a

d

, dann resultiert die Beziehung

(m

2

� + 3H) !

cd

= 0 : (5.27)

Interessanterweise kann die Rotation also nur ungleich 0 sein, wenn m

2

� = �3H ist, im Fall

m� = 0 und H 6= 0 mu� sie zum Beispiel verschwinden.

Da m

2

aber nicht mehr als konstant angesehen werden darf, l

�

a�t sich q

2

(m

2

B

a

+ C

a

) trotz

Gleichung (5.26) i.a. nicht als Gradient eines Skalars schreiben:

(q

2

m

2

B

[a

+ q

2

C

[a

)

;b]

= �2q

2

�

q

u

[a

(m

2

)

;b]

� 2m

2

(�q u

[a

)

;b]

+ (q

2

H u

[a

)

;b]

= �2q _q u

[a

(m

2

)

;b]

:

Dieser Term verschwindet o�ensichtlich nur f

�

ur q = q(x

�

) oder f

�

ur m

;a

� u

a

, d.h. m = m(t),

was zu h = h(t)

�

aquivalent ist. Setzt man dies voraus und k

�

urzt q

2

(m

2

B

a

+ C

a

) durch �l

;a

ab,

d.h.

2 (m

2

q�+ q

2

H)u

a

= l

;a

; (5.28)

erh

�

alt man aus (5.22)

(g

2

)

;a

= �g

2

2

q

;a

q

� q

�2

l

;a

, (g

2

q

2

+ l)

;a

= 0 : (5.29)

Diese Ergebnisse konnten aber nur unter der Bedingung q = q(x

�

) oder h = h(t) gefolgert

werden. Wenn q nicht von t abh

�

angt, ist �

a

aber wegen (5.25) ein zeitartiger Killing-Vektor und

die Metrik ist station

�

ar. Daher ist vor allem der Fall h = h(t) interessant.

F

�

ur die Weiterf

�

uhrung der Argumentation mu� der Fall m

2

� + 3H = 0 gesondert betrachtet

werden.
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5.2 p

a

- unabh

�

angiges

�

au�eres Feld

m

2

� + 3H = 0

In diesem Fall liefert (5.28) l = const: und daher

(g

2

q

2

)

;a

= 0 :

Die Verteilungsfunktion hat damit die Form

f = f(qE) :

In diesem Fall kann man aber nicht !

ab

= 0 folgern.

m

2

� + 3H 6= 0

Wegen Gleichung (5.27) mu� die Rotation verschwinden, und die Metrik l

�

a�t sich konform

zerlegen.

Um weitere Aussagen tre�en zu k

�

onnen, soll wieder angenommen werden, da� h = h(t) oder

q = q(x

�

) gilt. Aus (5.28) folgt dann

l = l(t) ;

und f

�

ur die Verteilungsfunktion kann man die Form

f = f(q

2

E

2

+ l(t))

angeben. Durch

�

Uberschieben von Gleichung (5.28) mit u

a

ergibt sich au�erdem

m

2

B

a

u

a

+ C

a

u

a

= �q

�2

l

;a

u

a

, 2m

2

_q

q

+ 2H = �q

�2

_

l

, m(t)

2

_

(q

2

) + 2Hq

2

+

_

l(t) = 0 : (5.30)

Eine funktionale Form f

�

ur q kann man hieraus nicht ohne weiteres gewinnen. F

�

ur den Fall

q = q(x

�

) ergibt sich o�ensichtlich

2Hq(x

�

)

2

+

_

l(t) = 0 ;

aber selbst diese Di�erentialgleichung l

�

a�t sich ohne weitere Kenntnisse von H nicht ausnutzen.

Auch f

�

ur die in diesem Abschnitt untersuchte Bewegungsgleichung ergeben sich also zun

�

achst

die gleichen Einschr

�

ankungen f

�

ur die kinematischen Gr

�

o�en wie in EGS, wobei die Beziehung

� !

ab

= 0 (f

�

ur m 6= 0) durch Gleichung (5.27) abgel

�

ost wird. F

�

ur die weitere Argumentation

mu�te aber die Annahme getro�en werden, da� q = q(x

�

) oder h = h(t) gilt. Der erste Fall

f

�

uhrt zu einer station

�

aren Metrik. Der zweite l

�

a�t sich nicht direkt an einer Bedingung f

�

ur H

festmachen, da die Gr

�

o�en nur

�

uber Gleichung (5.21) miteinander in Beziehung stehen. Mit

dieser Annahme konnte dann zumindest eine Erhaltungsgr

�

o�e und so eine funktionale Form f

�

ur

die Verteilungsfunktion gefunden werden. Anstelle einer funktionalen Form f

�

ur den konformen

Faktor erh

�

alt man aber nur die Di�erentialgleichung (5.30) f

�

ur den Fall m

2

� + 3H 6= 0. Wie

im Abschnitt 6.3 und am Ende des Abschnitts 6.2 deutlich wird, l

�

a�t sie sich kaum f

�

ur eine

Vereinfachung der Feldgleichungen im Sinne von EGS verwenden.
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6. L

�

osungen der Feldgleichungen mit

�

au�erem Feld

Nun soll mit Hilfe der im letzten Kapitel gewonnenen Ergebnisse untersucht werden, wie die

Auswertung der Feldgleichungen modi�ziert werden mu�, wenn

�

au�ere Felder zugelassen sind.

Zwei Punkte sind dabei hervorzuheben. Eine Bewegungsgleichung

Dp

a

Ds

= H

a

f

�

uhrt i.a. zu ande-

ren Beziehungen zwischen den kinematischen Gr

�

o�en als bei EGS. Die F

�

alle H

a

= eF

a

b

p

b

mit

F

(ab)

= 0 (elektromagnetisches Feld) und H

a

= H

a

(x

b

) (p

a

- unabh

�

angiges Feld) wurden bereits

behandelt. In der Argumentation von EGS ist dabei nur der mit u

a

�

uberschobene Term

Dp

a

Ds

u

a

f

�

ur die Ableitung der Beziehungen relevant. Eine Bewegungsgleichung in der obigen Form mit

H

a

u

a

= 0 impliziert daher die gleichen Ergebnisse wie bei EGS.

Zum anderen ist die Tatsache, da� u

a

ein Ricci-Eigenvektor ist (u

a

R

a[b

u

c]

= 0) i.a. nicht mehr

gegeben, wenn die Feldgleichungen neben dem Energie-Impuls-Tensor der idealen Fl

�

ussigkeit

einen weiteren Materieterm enthalten oder die Einsteinschen Feldgleichungen gar nicht mehr

gelten. Diese Eigenschaft ist aber notwendig, um � = �(t) und so q = (B(x

�

) + C(t))

�1

folgern

zu k

�

onnen, was f

�

ur die Bestimmung der Metrik entscheidend ist.

6.1 Elektromagnetisches Feld

Die Materie-Lagrange-Funktion des elektromagnetischen Feldes lautet (siehe Anhang A.1)

L

M

=

p

�g (�

1

4

F

ab

F

ab

+ eA

a

u

a

) ;

woraus

T

M

ab

= F

ac

F

b

c

�

1

4

g

ab

F

cd

F

cd

;

F

ab

;b

= e u

a

resultiert. Aus T

M

ab

;b

= eF

a

b

p

b

folgt die Bewegungsgleichung

Dp

a

Ds

= eF

a

b

p

b

:

Man kann zeigen (Abschnitt 5.1), da� man ausgehend von dieser Bewegungsgleichung f

�

urm� 6= 0

zwar keine Erhaltungsgr

�

o�e und so keine funktionale Form f

�

ur die Verteilungsfunktion mehr

�nden kann, da� aber die Bedingungen an die kinematischen Gr

�

o�en und die Form der Metrik

bestehen bleiben.

Allerdings ist u

a

nun i.a. kein Ricci-Eigenvektor mehr:

u

c

R

c[a

u

b]

= �u

c

F

c

d

F

d[a

u

b]

:

Wenn der Ausdruck verschwinden soll, mu� in mitbewegten Koordinaten wegen u

a

� �

a

0

die

Gleichung F

0

d

F

da

� �

0

a

gelten. Ausgedr

�

uckt in den Feldern E

�

und B

�

des elektrischen bzw.
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6.2 Skalarfeld

magnetischen Feldes ergeben sich so die folgenden Beziehungen, die aber wegen der Unkenntnis

von 


��

keine direkte physikalische Interpretation haben:

q

�2




��

E

�

E

�

= const:




�2

E

�

B

3

� 


�3

E

�

B

2

= 0




�3

E

�

B

1

� 


�1

E

�

B

3

= 0




�1

E

�

B

2

� 


�2

E

�

B

1

= 0 :

F

�

ur ein elektromagnetisches Strahlungsfeld mit T

M

ab

= �

2

k

a

k

b

und k

a

k

a

= 0 ist die Gleichung

u

a

R

a[b

u

c]

= �

2

u

a

k

a

k

[b

u

c]

= 0 wegen u

a

u

a

= �1 sogar nie zu erf

�

ullen.

Selbst wenn man diese Bedingung voraussetzt und somit � = �(t) und q = (B(x

�

) + C(t))

�1

erh

�

alt, l

�

a�t sich die Argumentation nicht analog zu EGS weiterf

�

uhren. F

�

ur m = 0 resultiert

wegen T

M

ab

;b

= eF

a

b

p

b

mit der analogen Rechnung von Abschnitt 4.2, die zu Gleichung (4.28)

f

�

uhrte, die Beziehung

_u

a

�

1

3

� u

a

= �

1

4

(ln�)

;a

�

1

4

e �

�1

F

ab

p

b

:

Man kann daher � nicht wie bei EGS durch q ausdr

�

ucken.

Au�erdem kann man selbst f

�

ur q = q(t), was im Fall m 6= 0 immer noch folgen w

�

urde, nicht

mehr die Form f = f(q(t)

2

p

2

) f

�

ur die Verteilungsfunktion und so � = �(t), P = P (t) ableiten.

Dieses ist aber notwendig, um die Feldgleichungen vereinfachen zu k

�

onnen, in Gleichung (4.32)

konnte so K = const: gefolgert werden.

6.2 Skalarfeld

Hier soll ein Skalarfeld der folgenden Gestalt betrachtet werden :

L

M

=

p

�g

�

U(')'

;a

'

;b

g

ab

� V (')

�

:

Am Ende dieses Abschnitts wird untersucht, welche

�

Anderungen sich ergeben, wenn V neben '

auch von '

;a

abh

�

angt.

Der Energie-Impuls-Tensor errechnet sich nach den Formeln von Anhang A.1 als

T

M

ab

= g

ab

(U'

;c

'

;d

g

cd

� V ) + 2

�

�g

ab

(U'

;c

'

;d

g

cd

� V )

= g

ab

(U'

;c

'

;c

� V )� 2U'

;a

'

;b

und die Feldgleichung f

�

ur ' als

0 =

@

@'

(U'

;a

'

;b

g

ab

� V )�

 

@

@'

;c

(U'

;a

'

;b

g

ab

� V )

!

;c

= �

@U

@'

'

;a

'

;a

�

@V

@'

� 2U 2'

, 2'+

1

2U

@U

@'

'

;a

'

;a

+

1

2U

@V

@'

= 0 :

Als Bewegungsgleichung ergibt sich die Geod

�

atengleichung :

T

M

ab

;b

= (U'

;b

'

;b

� V )

;a

� 2

@U

@'

'

;b

'

;a

'

;b

� 2U'

;a

;b

'

;b

� 2U'

;a

2'

= �

@U

@'

'

;a

'

;b

'

;b

�

@V

@'

'

;a

� 2U'

;a

�

�

1

2U

@U

@'

'

;b

'

;b

�

1

2U

@V

@'

�

= 0 :
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6. L

�

osungen der Feldgleichungen mit

�

au�erem Feld

Damit folgen zun

�

achst einmal dieselben Ergebnisse wie bei EGS. Insbesondere mu� die Rotation

im Fall m 6= 0 verschwinden, wenn � 6= 0 ist, w

�

ahrend � = 0 zu einer station

�

aren Metrik f

�

uhrt.

Daher soll hier nur der Fall !

ab

= 0 betrachtet werden, was f

�

ur m = 0 als zus

�

atzliche Annahme

gesehen werden mu�.

Man betrachte nun

u

a

R

a[b

u

c]

= �2Uu

a

'

;a

'

;[b

u

c]

:

Dieser Ausdruck verschwindet, wenn '

;a

u

a

= 0 oder '

;[a

u

b]

= 0 ist, was im folgenden ange-

nommen werden soll. Aufgrund der Hyper


�

achenorthogonalit

�

at kann man neben u

a

� �

a

0

auch

u

a

� �

0

a

w

�

ahlen, so da� die obigen Bedingungen gleichbedeutend sind mit

' = '(x

�

) oder ' = '(t) : (6.1)

Damit ist � = �(t) und q = (B(x

�

) + C(t))

�1

. F

�

ur m 6= 0 ergibt sich somit

q = q(t) :

F

�

ur den Fall m = 0 stellt man zun

�

achst fest, da� wegen T

M

ab

;b

= 0 auch hier

� = (B(x

�

) + C(t))

4

folgt. Die Gleichung G

ab

u

a

u

b

= � � + �T

M

ab

u

a

u

b

ist daher

�

aquivalent zu (man vergleiche Ab-

schnitt 4.3)

1

2

~

R (B + C)

2

� 3C

;0

2

� 2


��

B

;�;�

(B + C) + 3


��

B

;�

B

;�

= � (B + C)

4

+ �T

M

ab

u

a

u

b

, 3F (�) =

1

2

~

R (B + �)

2

� 2


��

B

;�;�

(B + �) + 3


��

B

;�

B

;�

� � (B + �)

4

� �T

M

ab

u

a

u

b

mit � := C(t) und F (�) := C

;0

2

. Wegen (6.1) kann T

M

ab

u

a

u

b

nur von t und daher von � oder

nur von x

�

abh

�

angen. Wie bei EGS f

�

uhrt so die Feststellung, da� die rechte Seite eine Funktion

von � sein mu�, zu A = const: und folglich zu q = q(t).

Damit hat man die bekannten Resultate ds

2

= �dt

2

+ a(t)

2




��

dx

�

dx

�

und f = f(a(t)

2

p

2

).

Insbesondere ist � = �(t), P = P (t).

Wenn man nun die Feldgleichungen auswertet, erh

�

alt man

3

�a

a

= ��

�

�� U'

;a

'

;a

+ V +

1

2

(3P � �+ 2U'

;a

'

;a

� 4V )

�

, 3

�a

a

= �� (

3P + �

2

� V ) (6.2)

und

~

R

��

+ 


��

(a�a+ 2 _a

2

) = � (P g

��

+ U'

;a

'

;a

� V )� 2�U'

;�

';

�

�

�� g

��

(

3P � �

2

+ U'

;a

'

;a

� 2V )

= �a

2




��

(V +

�� P

2

)� 2�U'

;�

'

;�

:

Die letzte Gleichung ist

�

aquivalent zu

~

R

��

+ 


��

K + 2�U'

;�

'

;�

= 0 ; (6.3)

K := a�a+ 2 _a

2

� �a

2

(V +

�� P

2

) :
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6.2 Skalarfeld

Gleichung (4.33) aus Abschnitt 4.3 bleibt aber auf jeden Fall bestehen, da sie allein aus der

funktionalen Form der Verteilungsfunktion folgte.

An dieser Stelle mu� man unterscheiden, welche der Bedingungen (6.1) erf

�

ullt sein soll.

' = '(t)

In diesem Fall ist auch V = V (t) und damit K = K(t), so da� mit der gleichen Begr

�

undung wie

bei EGS

~

R

��

+ 


��

K = 0 ; (6.4)

K := a�a+ 2_a

2

� �a

2

(V +

�� P

2

) = const:

folgt. Das Ergebnis ist also die Robertson-Walker-Metrik, aber mit einer anderen Zeitentwick-

lung. Mit k := �

1

2K

= �1; 0; 1 (nach geeigneter Umskalierung von a) folgt mit (6.2) n

�

amlich

_a

2

a

2

+

k

a

2

=

�

3

(�+ V ) : (6.5)

' = '(x

�

)

Hier gilt V = V (x

�

). Durch Ableiten von Gleichung (6.3) nach t erh

�

alt man au�erdem 


��

_

K = 0,

so da�

_

K = (a�a+ 2_a

2

)

:

� 2�a _a (V +

�� P

2

)� �a

2

_�+

_

P

2

= 0

resultiert. Da in diesem Ausdruck V nur von den Raumkoordinaten abh

�

angt und alle anderen

Terme nur von t, mu� (f

�

ur _a 6= 0)

V = const:

sein. Als Feldgleichung bleibt

~

R

��

+ 


��

K + 2�U'

;�

'

;�

= 0 ; (6.6)

K = a�a+ 2_a

2

� �a

2

(V +

�� P

2

) = const: (6.7)

mit der Zeitentwicklung von Gleichung (6.5).

Es ergibt sich also nicht die Robertson-Walker-Metrik, die Zeitentwicklung ist f

�

ur V = 0 (V =

const: !) aber wie bei EGS.

Unter den Voraussetzungen ' = '(t) oder ' = '(x

�

) konnte also eine zu EGS analoge Ar-

gumentation f

�

ur das Skalarfeld durchgef

�

uhrt werden. W

�

ahrend im ersten Fall die Robertson-

Walker-Metrik resultierte, die durch die Zeitentwicklung (6.5) gekennzeichnet ist, f

�

uhrte der

zweite zu der Di�erentialgleichung (6.6), aus der man keine direkten Schl

�

usse

�

uber die Metrik

machen konnte. Immerhin konnte man die Metrik aber auch in diesem Fall auf die Form (4.29)

aus Abschnitt 4.3 einschr

�

anken, wobei die Zeitentwicklung durch Gleichung (6.7) gegeben ist.

Schlie�lich soll noch untersucht werden, welche

�

Anderungen sich ergeben, wenn V auch von '

;a

abh

�

angt, so da� die Lagrange-Dichte die Form

L

M

=

p

�g

�

U(')'

;a

'

;b

g

ab

� V (';'

;a

)

�

hat. Zun

�

achst ergibt sich

T

M

ab

= g

ab

(U'

;c

'

;c

� V )� 2U'

;a

'

;b

und

2'+

1

2U

@U

@'

'

;a

'

;a

+

1

2U

@V

@'

�

1

2U

 

@V

@'

;a

!

;a

= 0 :
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6. L

�

osungen der Feldgleichungen mit

�

au�erem Feld

Aus der Divergenz des Energie-Impuls-Tensors

T

M

ab

;b

= (U'

;b

'

;b

� V )

;a

� 2

@U

@'

'

;b

'

;a

'

;b

� 2U'

;a

;b

'

;b

� 2U'

;a

2'

= �

@U

@'

'

;a

'

;b

'

;b

�

@V

@'

'

;a

�

@V

@'

;b

'

;b

;a

� 2U'

;a

�

�

1

2U

@U

@'

'

;b

'

;b

�

1

2U

@V

@'

+

+

1

2U

 

@V

@'

;b

!

;b

1

A

=

@V

@'

;b

'

;b

;a

� '

;a

 

@V

@'

;b

!

;b

ergibt sich die Bewegungsgleichung

Dp

a

Ds

=

@V

@'

;b

'

;b

;a

� '

;a

 

@V

@'

;b

!

;b

=: H

a

:

Wie in Abschnitt 5.2 gezeigt l

�

a�t sich

�

uber den konformen Faktor q

2

bei einer solchen Bewe-

gungsgleichung nur aussagen, da� er im Fall m = m(t) oder q = q(x

�

) der Di�erentialgleichung

m

2

(q

2

)

;a

u

a

+ l(t)

;a

u

a

+ 2 q

2

H

a

u

a

= 0

gen

�

ugt. Sogar mit den Annahmen ' = '(t) oder ' = '(x

�

), mit denen u

a

wie oben gezeigt

ein Ricci-Eigenvektor w

�

are, h

�

atte man damit keine M

�

oglichkeit, weitergehende Aussagen

�

uber q

zu machen.

�

Uber die funktionale Form von H

a

k

�

onnte man n

�

amlich auch dann keine Aussagen

tre�en. F

�

ur m = 0 folgt au�erdem aus den gleichen Gr

�

unden wie beim elektromagnetischen Feld

nicht mehr � = q

�4

, so da� auch dieser Argumentationsweg entf

�

allt.

6.3 Skalarfeld mit Materiekopplung

In diesem Abschnitt soll ein Energie-Impuls-Tensor der Form

T

ab

= (1 + 	('))T

ab

I

+ T

ab

S

betrachtet werden, wobei T

ab

I

der Energie-Impuls-Tensor der idealen Fl

�

ussigkeit und

T

ab

S

= g

ab

(U(')'

;c

'

;c

� V (')) � 2U(')'

;a

'

;b

sein soll. Er folgt aus der Lagrange-Funktion

p

�g (U'

;a

'

;a

�V ), die schon im vorigen Abschnitt

verwendet wurde.

Aus der Feldgleichung und T

ab

S

;b

= 0 (siehe voriger Abschnitt) ergibt sich zun

�

achst

0 = 	

;b

T

ab

I

+ (1 + 	)T

ab

I

;b

, T

ab

I

;b

= �

	

0

1 + 	

'

;b

T

ab

I

mit 	

0

:=

@	

@'

und somit

Dp

a

Ds

= �

	

0

1 + 	

'

;b

T

ab

I

=: H

a

:

F

�

ur die Auswertung der Bewegungsgleichung spielt nur die mit u

a

�

uberschobene Form

H := H

a

u

a

= �

	0

1 + 	

'

;b

(�� u

b

)

=

	0

1 +	

� _'
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6.3 Skalarfeld mit Materiekopplung

eine Rolle. F

�

ur den Fall ' = '(x

�

) verschwindet dieser Ausdruck o�ensichtlich, und man erh

�

alt

zun

�

achst die gleichen Ergebnisse wie in EGS.

Wenn ' = '(t) ist, mu� man sich auf die Ergebnisse von Abschnitt 5.2 beschr

�

anken, die nur f

�

ur

q = q(x

�

) oder m = m(t) erzielt werden konnten. Da der erste Fall zu einer station

�

aren Metrik

f

�

uhren w

�

urde, soll von nun an m = m(t) vorausgesetzt werden. Wegen ' = '(t) ist dieses auch

zumindest nicht unplausibel.

Eine Einschr

�

ankung f

�

ur die Form von q lie� sich au�erdem nur f

�

ur m

2

� + 3H 6= 0 in Form der

Di�erentialgleichung (5.30) gewinnen. Mit u

a

= q

�1

�

a

0

wird diese zu

m(t)

2

(q

2

)

;0

+ l(t)

;0

= �2Hq

3

: (6.8)

Um diese Beziehung ausnutzen zu k

�

onnen, betrachtet man zun

�

achst die aus der Feldgleichung

folgende Beziehung

u

a

R

a[b

u

c]

= �2Uu

a

'

;a

'

;[b

u

c]

:

Dieser Ausdruck verschwindet f

�

ur ' = '(x

�

) oder ' = '(t), so da� � = �(t) und q = (B(x

�

) +

C(t))

�1

resultiert. Im ersten Fall ist wie bereits erw

�

ahnt H = 0, und es folgt wie bei EGS

q = q(t). F

�

ur den zweiten Fall stellt man fest, da� Gleichung (6.8)

�

aquivalent ist zu

�2m

2

(B + C)

�3

C

;0

+ 2 (B + C)

�3

H + l

;0

= 0

, 2H + (B(x

�

) + C(t))

3

l(t)

;0

� 2m(t)

2

C(t)

;0

= 0 : (6.9)

Diese Gleichung l

�

a�t sich ohne weitere Kentnisse von H nicht ausnutzen. Die einzige M

�

oglichkeit,

die Argumentation weiterzuf

�

uhren, und die daher auch getro�en werden soll, scheint daher die

Annahme � = �(t) zu sein, die wegen ' = '(t) auch H = H(t) impliziert. Aus (6.9) folgt dann

sofort B = const: und somit q = q(t). Allerdings ist � = �(t) eine sehr starke Annahme, so da�

die Relevanz des Ergebnisses f

�

ur den Fall ' = '(t) etwas zweifelhaft erscheint.

Ohne Rechnung sei noch erw

�

ahnt, da� die Methode, den aus (6.8) folgenden Ausdruck � =

1+	

	

0

_'

(�

1

2

(B + C)

3

l

;0

� m

2

C

;0

) in die mit u

a

u

b

�

uberschobene Feldgleichung einzusetzen, hier

nicht erfolgreich ist. Man kann im Gegensatz zu der analogen Rechnung in EGS keinen Koe�-

zientenvergleich in � := C(t) mehr durchf

�

uhren.

Es gibt sogar noch ein zus

�

atzliches Problem. F

�

ur die Verteilungsfunktion resultiert hier (f

�

ur

' = '(t)) nach den Ergebnissen von Abschnitt 5.2 f = f(a

2

E

2

+ l(t)). Wegen Gleichung (5.28)

kann man aber aus a = a(t) (a und q k

�

onnen synonym verwendet werden) nicht analog zu EGS

l = const:�m

2

a

2

folgern. Somit ergibt sich zwar auch hier P = P (t), die f

�

ur die Ableitung der

Gleichung (4.33) benutzte Form f = f(a

2

jpj

2

) kann aber nicht mehr gerechtfertigt werden.

Die Feldgleichungen lauten hier

3

�a

a

= �

�

2

(1 + 	) (3P + �) + �V ; (6.10)

~

R

��

+ 


��

K + 2�U'

;�

'

;�

= 0 ; (6.11)

K := a�a+ 2_a

2

� �a

2

�

V + (1 +	)

�� P

2

�

: (6.12)

Man erh

�

alt somit die folgenden Schlu�folgerungen:

' = '(t)

Da in diesem Fall auch V und 	 Funktionen von t sind, folgt wie bei EGS

~

R

��

+ 


��

K = 0 ; K = const: : (6.13)

Als Ergebnis folgt also die Robertson-Walker-Metrik mit der Zeitentwicklung von Gleichung

(6.10).
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6. L

�

osungen der Feldgleichungen mit

�

au�erem Feld

' = '(x

�

)

Ableiten von (6.11) nach t liefert 


��

K

;0

= 0 und somit K = K(x

�

). Da aber nicht nur V ,

sondern auch 	 von den Raumkoordinaten abh

�

angt, kann man hier nicht K = const: folgern.

Die Feldgleichungen lassen sich so nicht vereinfachen.

Wie schon im vorigen Abschnitt mu�ten hier f

�

ur die Weiterf

�

uhrung der Argumentation die

Annahmen ' = '(x

�

) oder ' = '(t) getro�en werden. Im zweiten Fall ist man dabei auf die

Ergebnisse des Abschnitts 5.2 angewiesen, in dem f

�

ur die Ableitung der Di�erentialgleichung

(5.30) die Voraussetzung m = m(t) gemacht werden mu�te (der Fall q = q(x

�

) f

�

uhrt zu einer

station

�

aren Metrik). Au�erdem lie� sich die Di�erentialgleichung (6.9) nur f

�

ur die sehr starke

Annahme � = �(t) ausnutzen, so da� das Resultieren der Robertson-Walker-Metrik f

�

ur den Fall

' = '(t) bei weitem nicht die Relevanz wie in der Arbeit von EGS hat. F

�

ur ' = '(x

�

) mu�te

man sich mit den Gleichungen (6.10), (6.11) und (6.12) sowie der Form (4.29) f

�

ur die Metrik

begn

�

ugen, was analog zu den Resultaten des letzten Abschnitts ist.

6.4 Brans-Dicke-Theorie

Wie in Anhang A.2 beschrieben, ist die Brans-Dicke-Theorie durch

G

ab

= �

1

'

T

ab

+ !

1

'

2

('

;a

'

;b

�

1

2

g

ab

'

;c

'

;c

) +

1

'

('

;a;b

� g

ab

2') ;

2' = �

1

3 + 2!

T

gegeben. Da die Materie-Lagrange-Funktion nicht von ' abh

�

angt, bewegt sich die Materie bei

Abwesenheit von

�

au�eren Feldern auf Geod

�

aten, so da� sich in dieser Beziehung keine

�

Anderun-

gen zu EGS ergeben.

Wenn u

a

ein Eigenvektor von R

ab

sein soll, mu�

u

a

R

a[b

u

c]

= !

1

'

2

u

a

'

;a

'

;[b

u

c]

� �

1

'

u

a

T

a[b

u

c]

+

1

'

u

a

'

;a;[b

u

c]

= 0

gelten. Zumindest f

�

ur das Verschwinden des letzten Terms gibt es keinen einleuchtenden physi-

kalischen Grund. Selbst wenn u

a

tats

�

achlich ein Ricci-Eigenvektor ist, was man als zus

�

atzliche

Annahme hinzunehmen m

�

u�te, kann man sich leicht

�

uberlegen, da� es wegen der komplizierten

Feldgleichungen weder m

�

oglich ist, im Fall m = 0 auf q = q(t) zu schlie�en, noch eine eindeutige

Metrik zu �nden, wenn man G = �dt

2

+ a(t)

2




��

dx

�

dx

�

vorgibt.

Die Argumentation von EGS l

�

a�t sich also in der Brans-Dicke-Theorie nicht durchf

�

uhren.
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Teil II

Die Zeitentwicklung der

axialsymmetrischen Bianchi I - Metrik





Einleitung

In diesem Teil soll die Zeitentwicklung einer speziellen Metrik untersucht werden, n

�

amlich der in

Kapitel 7 beschriebenen axialsymmetrischen Bianchi I - Metrik. Sie ist r

�

aumlich homogen, aber

nicht isotrop, und stellt eine der einfachsten Verallgemeinerungen der Robertson-Walker-Metrik

dar. Als Materie wird ein Teilchen-Gas betrachtet, das durch eine Verteilungsfunktion beschrie-

ben wird, die anfangs isotrop ist und sich dann gem

�

a� der Liouville-Gleichung entwickelt. Die

Teilchen k

�

onnen dabei Fermionen oder Bosonen mit verschwindender oder nichtverschwindender

Ruhemasse sein. Das Gas soll aber nicht aus verschiedenen Teilchensorten bestehen.

Das Hauptanwendungsgebiet dieser

�

Uberlegungen ist die Kosmologie. Im fr

�

uhen Universum

befanden sich n

�

amlich wie in Abschnitt 3.3 beschrieben viele Teilchen zun

�

achst im thermody-

namischen Gleichgewicht mit den anderen Teilchen und waren so durch eine isotrope Vertei-

lungsfunktion gekennzeichnet. Dann koppelten sie vom Rest der Materie ab, um sich von da an

kollisionsfrei zu entwickeln.

Die Form des Energie-Impuls-Tensors soll dabei nicht, wie sonst

�

ublich, aus allgemeinen

�

Uberle-

gungen oder Einfachheits-Annahmen folgen, sondern mit Hilfe der Kinetischen Theorie so weit

wie m

�

oglich aus den Symmetrieeigenschaften der Metrik abgeleitet werden. W

�

ahrend im ersten

Teil dieser Arbeit eine bestimmte Form f

�

ur die Verteilungsfunktion vorausgesetzt und die damit

vertr

�

aglichen Metriken gesucht wurden, w

�

ahlt man hier also eine bestimmte Metrik aus und ver-

sucht,

�

uber die Verteilungsfunktion die Form des Energie-Impuls-Tensors abzuleiten und die so

entstehenden Feldgleichungen zu l

�

osen. Auf diese Weise erh

�

alt man ein selbstkonsistentes Bild,

das durch die L

�

osungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen spezi�ziert ist.

Trotz dieser inneren Geschlossenheit hat dieser Zugang mit gewissen Problemen zu k

�

ampfen. F

�

ur

die vollst

�

andige Bestimmung des Energie-Impuls-Tensors m

�

ussen hier z.B. die obigen Annahmen

�

uber die Charakteristika der Materie gemacht werden. Viel schwerer wiegt das Problem, da� die

Berechnung des Energie-Impuls-Tensors in den meisten F

�

allen nicht analytisch durchf

�

uhrbar ist

oder zu einem sehr komplizierten Ausdruck f

�

uhrt (siehe z.B. [29]). Eine analytische L

�

osung der

Feldgleichungen ist damit praktisch unm

�

oglich.

Gerade f

�

ur m

�

ogliche Anwendungen in der Kosmologie hat dieser Zugang aber mehr Bedeutung

verdient, als ihm

�

ublicherweise in der Literatur zukommt. Zum einen sind hier n

�

amlich gera-

de einfache und hochsymmetrische Metriken interessant. Au�erdem ist die Wahl des Energie-

Impuls-Tensors, die f

�

ur das Aufstellen und L

�

osen der Feldgleichungen getro�en werden mu�,

normalerweise sehr willk

�

urlich und nicht in

�

Ubereinstimmung mit der Kinetischen Theorie. Von

einer allgemeinrelativistischen Thermodynamik kann man zudem kaum eine Hilfe erwarten. Die-

se Theorie hat mit gro�en grunds

�

atzlichen Problemen zu k

�

ampfen und hat noch keine endg

�

ultige

Form gefunden, die allgemein anerkannt w

�

are (z.B. [25]). Das liegt vor allem an dem ph

�

anome-

nologischen Charakter der Thermodynamik, der mit unserem mangelhaften Wissen

�

uber globale

Materieeigenschaften und den in Abschnitt 3.1 angesprochenen erkenntnistheoretischen Proble-

men der Kosmologie nicht vertr

�

aglich ist.

Die Motivation f

�

ur die Untersuchung von anisotropen oder auch inhomogenen Metriken in der

Kosmologie entspringt zumindest aus drei

�

Uberlegungen. Zun

�

achst stellen sie eine Verallge-

meinerung der Robertson-Walker-Metrik dar und k

�

onnen m

�

oglicherweise zu einem ebenso kon-

sistenten Bild f

�

uhren wie das Kosmologische Standardmodell. Einige Probleme (z.B. die der
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Strukturbildung) k

�

onnten durch eine andere Metrik sogar besser gel

�

ost werden. Au�erdem ist

unser Universum mit seinen Sternen und Galaxien nat

�

urlich nicht exakt isotrop und homogen,

so da� die Robertson-Walker-Metrik nur als N

�

aherung gesehen werden kann. Schlie�lich k

�

onnte

es m

�

oglich sein, da� der heutige Zustand des Universums f

�

ur eine ganze Klasse von Metriken

resultiert (oder gar f

�

ur alle). Dieser letzte sehr radikale Standpunkt, der viele grunds

�

atzliche Pro-

bleme der Kosmologie ber

�

uhrt und sie bis heute beein
u�t, wurde zum ersten Mal von C.Misner

zur Diskussion gestellt [24]. In seiner Arbeit versuchte er, mit Hilfe der Kinetischen Theorie zu

zeigen, da� die heute beobachtete minimale Temperaturanisotropie (siehe Abschnitt 3.3) auch

dann resultiert, wenn man eine Bianchi I - Metrik zugrunde legt, die zu fr

�

uhen Zeiten eine belie-

big gro�e Anisotropie besa�. Den physikalischen Mechanismus daf

�

ur glaubte er in der Wirkung

des anisotropen Drucks der kollisionsfreien Neutrinos nach der Abkopplung und vor allem in

der Viskosit

�

at der Neutrinos w

�

ahrend des Vorgangs der Abkopplung gefunden zu haben. Die

Wirkung des zweiten E�ekts, der aus N

�

aherungsl

�

osungen der Boltzmann-Gleichung abgeleitet

wurde, ist aber in den darau�olgenden Jahren kontrovers diskutiert und sehr relativiert worden

([22], [23], [33], [5], [34], [6], [20]).

W

�

ahrend dieser E�ekt hier nicht diskutiert werden soll, gab seine Untersuchung der kollisions-

freien Neutrinos f

�

ur die Bianchi I - Metrik die Anregung zu dieser Arbeit. Neben der grunds

�

atzli-

chen Problemstellung stammen die hier vorgef

�

uhrte Ableitung der funktionalen Form der Vertei-

lungsfunktion, die Bestimmung der Temperatur und die N

�

aherungsl

�

osungen von ihm.

�

Uber die

N

�

aherungsl

�

osungen hinausgehende Aussagen

�

uber den Zeitverlauf der Metrikfunktionen konnte

er aber kaum machen. Das Ergebnis der in Kapitel 8 durchgef

�

uhrten Berechnung des Energie-

Impuls-Tensors im Fall der axialsymmetrischen Bianchi I - Metrik wurde zuerst von Stewart

[33] vorgestellt

1

. Eine Diskussion der L

�

osungen der Einstein-Liouville-Gleichungen hat aber auch

er nicht geliefert. Au�erdem behandelt er nur den Fall, da� die Neutrinos eine verschwinden-

de Ruhemasse haben

2

.

�

Uber die in diesem Rahmen resultierenden L

�

osungen der Brans-Dicke-

Feldgleichungen, die in Kapitel 10 diskutiert werden, scheint es noch gar keine Literatur zu geben.

Selbst

�

uber die L

�

osungen der Robertson-Walker-Metrik mit Materie in Form von Strahlung gibt

es in j

�

ungster Zeit noch Ver

�

o�entlichungen (z.B. [39]).

Gerade die Zeitentwicklung der Bianchi I - Metrik ist f

�

ur die verschiedensten Energie-Impuls-

Tensoren untersucht worden. Hier sei nur auf [17], [31], [12] verwiesen, in denen auch viele

Literaturangaben stehen. F

�

ur diese Arbeit stellen sie aber keine Hilfe dar, i.a. ergeben sich

v

�

ollig andere Zeitverl

�

aufe.

Das Vorgehen in diesem Teil der Arbeit l

�

a�t sich wie folgt skizzieren:

In Kapitel 7 wird zun

�

achst die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik mitsamt ihren Kr

�

ummungs-

gr

�

o�en und kinematischen Eigenschaften vorgestellt.

Die Kinetische Theorie kommt in Kapitel 8 bei der Bestimmung der Materieeigenschaften zum

Tragen. Als Erstes wird hier die Form der Verteilungsfunktion aus der Forderung bestimmt, da�

sie L

�

osung der Liouville-Gleichung und gleichzeitig mit den Symmetrien der Metrik

"

vertr

�

aglich\

sein soll (n

�

aheres dort und in Anhang A.3). Die dort gefundene Form f

�

uhrt dann zu einem

Ausdruck f

�

ur die Temperatur des Teilchengases (Abschnitt 8.2). Ein zentraler Punkt ist die

Berechnung des Energie-Impuls-Tensors aus der Verteilungsfunktion in Abschnitt 8.3. Seine

physikalischen Eigenschaften werden anschlie�end vorgestellt.

Inhalt des Kapitels 9 sind die L

�

osungen der Einsteinschen Feldgleichungen. Nach der Formulie-

rung der Feldgleichungen werden in Abschnitt 9.2 N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur kleine Anisotropien

vorgestellt, die f

�

ur die Diskussion der L

�

osungen sehr hilfreich sind. Anschlie�end werden die Pro-

bleme er

�

ortert, die bei der L

�

osung der Feldgleichungen ausgehend von einem Anfangszustand

auftreten. In Abschnitt 9.4 wird das numerische Verfahren bez

�

uglich seiner Konsistenz und der

1

Auch im Fall der Bianchi I - Metrik l

�

a�t sich die Berechnung analytisch durchf

�

uhren [15], dabei treten aber

elliptische Integrale auf.

2

Die Frage, ob Neutrinos eine kleine nichtverschwindende Ruhemasse haben, ist bis heute ungekl

�

art.
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auftretenden (Rundungs-) Fehler gepr

�

uft. Die Ergebnisse der numerischen Simulation werden

dann in den Abschnitten 9.5 und 9.6 f

�

ur m = 0 bzw. m 6= 0 graphisch dargestellt und diskutiert.

Der Aufbau des Kapitels 10, in dem L

�

osungen der Brans-Dicke-Feldgleichungen untersucht

werden, ist ganz analog. In Abschnitt 10.2 werden zus

�

atzlich die exakten L

�

osungen f

�

ur die

Robertson-Walker-Metrik mit den Materieformen Staub und Strahlung vorgestellt. Die Resul-

tate der numerischen Simulation sind Inhalt der Abschnitte 10.6 und 10.7. Am Ende des Ab-

schnitts 10.7 �ndet sich au�erdem eine kurze Zusammenfassung der L

�

osungen des Einstein- und

des Brans-Dicke-Systems.
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7. Die Metrik

7.1 Die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik

Die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik hat die Form

ds

2

= �dt

2

+A(t)

2

dx

2

+B(t)

2

(dy

2

+ dz

2

) :

Sie ist r

�

aumlich homogen, aber nicht isotrop. Der Name leitet sich aus der (in Abschnitt 1.3

angesprochenen) Klassi�zierung der r

�

aumlich homogenen Metriken mit drei Killing-Vektoren

in neun sogen. Bianchi-Typen I bis IX ab. Die Bianchi I - Metrik hat dabei die Form ds

2

=

�dt

2

+A(t)

2

dx

2

+B(t)

2

dy

2

+C(t)

2

dz

2

. Im Grunde geh

�

ort die obige Metrik mit ihren vier Killing-

Vektoren (siehe unten) also nicht zu den Bianchi-Modellen, die Bezeichnung ist aber

�

ublich und

kann hier nicht zu Verwechslungen f

�

uhren.

Zu der Metrik geh

�

oren vier Killing-Vektoren, n

�

amlich

�

a

(1)

= �

a

1

; �

a

(2)

= �

a

2

; �

a

(3)

= �

a

3

und

�

a

(4)

= z �

a

2

� y �

a

3

:

Dieses kann man leicht nachrechnen oder [28] entnehmen. Die ersten drei korrespondieren mit der

Homogenit

�

at der raumartigen Hyper


�

achen t = const:, w

�

ahrend der vierte die Axialsymmetrie

repr

�

asentiert. Die einzigen nicht verschwindenden Strukturkonstanten sind o�ensichtlich

K

3

24

= �1 ; K

3

42

= 1

K

2

34

= 1 ; K

2

43

= �1 :

Gerade bei der Berechnung des Energie-Impuls-Tensors und der Formulierung der Feldgleichun-

gen wird es sp

�

ater

�

au�erst n

�

utzlich sein, die Metrikfunktion A(t) durch

k(t) :=

B(t)

A(t)

zu ersetzen. Die untenstehenden leicht zu berechnenden Komponenten des Ricci- und Einstein-

Tensors werden daher auch durch B und k ausgedr

�

uckt.

Die zur Metrik geh

�

orenden nichtverschwindenden Christo�el-Symbole ergeben sich als (der

Strich soll dabei die Ableitung nach t bezeichnen):

�

1

01

=

A

0

A

=

B

0

B

�

k

0

k

; �

2

02

= �

3

03

=

B

0

B

�

0

11

= AA

0

=

B

2

k

2

(

B

0

B

�

k

0

k

) ; �

0

22

= �

0

33

= BB

0

:
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7.2 Kinematische Eigenschaften der Metrik

Die Komponenten des Ricci-Tensors lauten

R

0

0

= 3

B

00

B

� 2

B

0

B

k

0

k

+ 2

k

02

k

2

�

k

00

k

R

1

1

=

B

00

B

+ 2

B

02

B

2

� 4

B

0

B

k

0

k

+ 2

k

02

k

2

�

k

00

k

R

2

2

= R

3

3

=

B

00

B

+ 2

B

02

B

2

�

B

0

B

k

0

k

und die des Einstein-Tensors

G

0

0

= � 3

B

02

B

2

+ 2

B

0

B

k

0

k

G

1

1

= � 2

B

00

B

�

B

02

B

2

G

2

2

= G

3

3

= � 2

B

00

B

�

B

02

B

2

+ 3

B

0

B

k

0

k

� 2

k

02

k

2

+

k

00

k

:

Um die Expansion und die Anisotropie unabh

�

angig voneinander beschreiben zu k

�

onnen, ist es

f

�

ur viele Zwecke sinnvoll, die Metrik in der in [24] eingef

�

uhrten Form

ds

2

= �dt

2

+ e

2�

e

2�

��

dx

�

dx

�

;

�

��

:=

1

3

� (�2 �

1

�

�

1

�

+ �

2

�

�

2

�

+ �

3

�

�

3

�

)

mit

� =

1

3

ln(AB

2

) = ln (B k

�

1

3

)

� = ln

B

A

= lnk

zu schreiben. Die Gr

�

o�en wurden dabei gerade so gew

�

ahlt, da� � den spurfreien Anteil der Metrik

beschreibt (�

�

�

= 0) und � den spurbehafteten. Wie man im n

�

achsten Abschnitt sehen wird,

haben die zeitlichen Ableitungen von � und � dadurch eine direkte physikalische Bedeutung.

7.2 Kinematische Eigenschaften der Metrik

Um die kinematischen Eigenschaften einer Metrik zu beschreiben, mu� man die kovariante Ab-

leitung u

a;b

eines Vektorfeldes u

a

untersuchen, das die Weltlinien der Teilchen generiert. Die

invariante Zerlegung von u

a;b

in physikalisch interpretierbare Gr

�

o�en wurde in Abschnitt 4.2

vorgef

�

uhrt. Da sich u

a

immer auf die Form u

a

= �

a

0

u

0

mit beliebigen u

0

= const: transformie-

ren l

�

a�t, kann man f

�

ur die axialsymmetrische Bianchi-I-Metrik (wegen g

0�

= 0 und g

00

= �1)

u

a

= �

0

a

w

�

ahlen. Ein solches Vektorfeld ist hyper


�

achennormal, es steht senkrecht zu den Hy-

per


�

achen t = const: :

!

ab

= h

c

a

h

d

b

u

[c;d]

= 0 :

Es ist hier zudem noch geod

�

atisch:

_u

a

= u

a;b

u

b

= ��

0

a0

= 0 :
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7. Die Metrik

Die Expansion und die Scherung verschwinden aber nicht, man erh

�

alt

� = u

a

;a

= �

a

a0

=

A

0

A

+ 2

B

0

B

= 3

B

0

B

�

k

0

k

f

�

ur die Expansion und

�

ab

= u

(a;b)

+ _u

(a

u

b)

�

1

3

� h

ab

= �

0

ab

�

1

3

�h

ab

= �

2

3

B

2

k

2

k

0

k

�

1

a

�

1

b

+

1

3

B

2

k

0

k

(�

2

a

�

2

b

+ �

3

a

�

3

b

)

und somit

�

a

b

=

1

3

k

0

k

(�2 �

a

1

�

1

b

+ �

a

2

�

2

b

+ �

a

3

�

3

b

)

f

�

ur die Scherung. Als Scherungsskalar ergibt sich

�

2

:=

1

2

�

ab

�

ab

=

1

3

k

02

k

2

:

Die Metrikfunktionen � und � stehen mit diesen Gr

�

o�en durch

� = 3�

0

�

2

=

1

3

�

02

:

in Verbindung. Die Ableitung von � beschreibt also die Expansion, w

�

ahrend die von � ein Ma�

f

�

ur die Scherung ist.

Wegen der Anisotropie sind f

�

ur die Beschreibung der Bianchi I - Metrik entsprechend den drei

unabh

�

angigen Raumrichtungen drei Hubbleparameter H

�

n

�

otig, wobei hier nat

�

urlich H

2

= H

3

ist. F

�

ur diese Gr

�

o�en gilt

H

1

=

A

0

A

=

B

0

B

�

k

0

k

H

2

= H

3

=

B

0

B

:

Der mittlere Hubbleparameter ist durch

H :=

1

3

(H

1

+H

2

+H

3

) :

gegeben. Mit diesen Gr

�

o�en kann man ein n

�

utzliches Ma� f

�

ur die Anisotropie de�nieren, n

�

amlich

den in [12] de�nierten Anisotropieparameter

# :=

1

3

3

X

�=1

(H

�

�H)

2

H

2

= 2 (

B

0

B

�

A

0

A

)

2

(

A

0

A

+ 2

B

0

B

)

�2

= 2

k

02

k

2

(3

B

0

B

�

k

0

k

)

�2

:

Die physikalische Interpretation des Anisotropieparameters wird deutlich, wenn man ihn als

# =

2

9

�

02

�

02

= 6

�

2

�

2

schreibt. O�ensichtlich beschreibt # die Gr

�

o�e der Scherung relativ zur Expansion.
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8. Die Materie

8.1 L

�

osung der Liouville-Gleichung

Wie in Abschnitt 1.3 angesprochen sind die Gr

�

o�en y

A

:= �

a

(A)

p

a

Erhaltungsgr

�

o�en. F

�

ur die hier

vorliegenden Killing-Vektoren sind dies insbesondere p

1

, p

2

und p

3

. Nach den Ergebnissen von

Anhang A.3 ist nun

f = f(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

)

eine L

�

osung der Liouville-Gleichung und gleichzeitig unter den Raumzeitsymmetrien invariant,

wenn

@f

@y

A

K

C

AB

y

C

= 0 f

�

ur B = 1; 2; 3; 4

mit den Strukturkonstanten aus dem letzten Kapitel gilt. Die resultierenden nichttrivialen Glei-

chungen lauten

@f

@y

4

y

3

= 0

�

@f

@y

4

y

2

= 0

�

@f

@y

2

y

3

+

@f

@y

3

y

2

= 0 :

F

�

ur f ergibt sich daher

f = f(y

1

; y

2

2

+ y

3

2

)

= f(p

1

; p

2

2

+ p

3

2

) :

Um einen expliziten Ausdruck f

�

ur f angeben zu k

�

onnen, mu� man noch gewisse Annahmen

machen, die nicht aus dem vorliegenden Rahmen folgen. Dieses ist der Punkt, an dem man sich

entscheiden mu�, f

�

ur welches physikalisches Modell man sich interessiert und welche Annahmen

darin getro�en werden k

�

onnen.

Hier soll ein Teilchengas aus Fermionen oder Bosonen betrachtet werden, das sich im fr

�

uhen

Universum nach der Abkopplung aus dem thermodynamischen Gleichgewicht (siehe Abschnitt

3.3) frei und kollisionsfrei entwickelte. Direkt vor der Abkopplung kann man eine isotrope Ver-

teilungsfunktion in der bekannten Form (z.B. [7])

f =

h

(2�)

3

1

e

E

0

=T

0

� 1

voraussetzen, wobei das

"

+\ f

�

ur Fermionen und das

"

�\ f

�

ur Bosonen steht. Dabei bezeichnet

E

0

die Energie und T

0

die Temperatur der Teilchen zum Zeitpunkt t

0

, h steht f

�

ur die Anzahl

der inneren Freiheitsgrade. Durch eine immer m

�

ogliche Koordinatentransformation kann man

au�erdem

A(t

0

) = B(t

0

) = 1
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w

�

ahlen (die Metrikfunktionen haben keine direkte physikalische Bedeutung). Daher resultiert

wegen E =

q

m

2

+ g

��

p

�

p

�

die Form

f(p) =

h

(2�)

3

1

e

p

m

2

+p

2

=T

0

� 1

;

p

2

:= p

1

2

+ p

2

2

+ p

3

2

:

Da nun aber p

1

, p

2

und p

3

Erhaltungsgr

�

o�en sind, l

�

a�t sich der Energie-Impuls-Tensor auch f

�

ur

sp

�

atere Zeiten, in denen die Metrik (f

�

ur den Fall k

0

(t

0

) 6= 0) nicht mehr isotrop ist, aus dieser

Verteilungsfunktion gewinnen. Dieses wird in Abschnitt8.3 durchgef

�

uhrt.

8.2 Die Temperatur

Bevor die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors aus dieser Verteilungsfunktion in Angri� ge-

nommen wird, soll zun

�

achst untersucht werden, welchen Ausdruck man f

�

ur die Temperatur der

Teilchen erh

�

alt. Wegen der Anisotropie der Metrik h

�

angt sie von der Raumrichtung ab, bez

�

uglich

der sie gemessen wird. Die Ergebnisse dieses Kapitels gehen zwar nicht in die Aufstellung und

L

�

osung der Feldgleichungen ein, f

�

ur die physikalische Interpretation der L

�

osungen sind sie aber

unverzichtbar. Die Ableitung f

�

ur den Fall m = 0 stammt dabei aus [24].

8.2.1 Die Temperatur f

�

ur m = 0

Um einen Ausdruck f

�

ur die physikalische Temperatur der Teilchen zu bekommen, kann man die

im letzten Abschnitt begr

�

undete Form f

�

ur f mit der physikalischen Verteilungsfunktion

f

Ph

=

h

(2�)

3

1

e

E=T

� 1

vergleichen. Dabei ist E = jp

0

j die Energie der Teilchen und T die gesuchte Temperatur. O�en-

sichtlich mu� im Fall einer

�

Ubereinstimmung

p

T

0

=

jp

0

j

T

sein. Diese Beziehung soll nun ausgenutzt werden.

Zun

�

achst l

�

a�t sich

p

T

0

schreiben als

p

T

0

= (T

0

)

�1

q

p

1

2

+ p

2

2

+ p

3

3

= (T

0

)

�1

q

p

t

p ; p := (p

1

; p

2

; p

3

) :

Man kann nun durch

q := H p

mit

H :=

0

B

@

A

�1

B

�1

B

�1

1

C

A

= k

1

3

B

�1

0

B

@

k

2

3

k

�

1

3

k

�

1

3

1

C

A

einen neuen Dreiervektor einf

�

uhren. Er hat den Betrag jp

0

j,

jqj =

q

A

�2

p

1

2

+B

�2

p

2

2

+B

�2

p

3

3

=

p

g

��

p

�

p

�

= jp

0

j ;
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und l

�

a�t sich somit als

q = jp

0

jn ; jnj = 1

schreiben. Damit gilt

p

T

0

= (T

0

)

�1

(q

t

(H

�1

)

t

H

�1

q)

1

2

= (T

0

)

�1

(jp

0

jn

t

k

�

2

3

B

2

0

B

@

k

�

4

3

k

2

3

k

2

3

1

C

A

jp

0

jn)

1

2

= jp

0

j (T

0

k

1

3

B

�1

)

�1

(n

t

0

B

@

k

�

4

3

k

2

3

k

2

3

1

C

A

n)

1

2

:

Da dieser Ausdruck gleich

jp

0

j

T

sein soll, folgt

T (n) = T

C

N(n)

mit der

"

Zentraltemperatur\

T

C

:= T

0

B

�1

k

1

3

= T

0

e

��

:

und

N(n) := (n

t

0

B

@

k

�

4

3

k

2

3

k

2

3

1

C

A

n)

�

1

2

; jnj = 1 :

Die Zentraltemperatur l

�

a�t sich als die mittlere Temperatur der Teilchen interpretieren und wird

in dieser Arbeit oft auftauchen.

Der Term N(n) spezi�ziert die Abh

�

angigkeit von der Raumrichtung. Dr

�

uckt man n in Kugelko-

ordinaten aus, d.h.

n = (cos �; sin � cos'; sin � sin') ;

erh

�

alt man

N(�) = k

2

3

(cos

2

� + k

2

sin

2

�)

�

1

2

:

In Abschnitt 8.3 wird deutlich werden, da� sich eine nichtverschwindende Masse nur f

�

urm

>

� T

C

in dem Energie-Impuls-Tensor niederschl

�

agt. Da e

�

und somit T

C

im Laufe der Zeit kleiner wird,

macht sich die Masse daher nur f

�

ur gro�e Zeiten bemerkbar.

Da der Energie-Impuls-Tensor im

�

Ubergangsbereich m � T

C

eine sehr komplizierte Form hat,

ist man daher neben dem Fall m = 0 an dem Grenzfall m� T

C

interessiert.

8.2.2 Die Temperatur f

�

ur m� T

C

Da es f

�

ur m 6= 0 keine exakte Form f

�

ur die Verteilungsfunktion f gibt, die L

�

osung der Liouville-

Gleichung w

�

are, kann man hier nicht so vorgehen wie im Fallm = 0. Stattdessen soll hier die aus

der Friedmann-L

�

osung bekannte Beziehung T � e

�2�

angenommen werden. Zu dieser Relation

f

�

uhrt auch die Annahme � � T

3

2

, da man f

�

ur die Energiedichte � in Abschnitt 8.3 den Ausdruck

� � e

�3�

f

�

ur m� T

C

erh

�

alt. Daher soll hier der Ansatz

T

M

(n) = K(n; �) e

�2�

gemacht werden, wobei der Index M den hier betrachteten Grenzfall anzeigen soll. Um K(n; �)

zu bestimmen, mu� man noch eine zus

�

atzliche Annahme tre�en. Diese soll darin bestehen, da�
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8. Die Materie

T (n) und T

M

(n)

�

ubereinstimmen, wenn T

C

= m und somit e

�

=

T

0

m

ist. Diese Annahme ist

allerdings etwas willk

�

urlich, da T (n) und T

M

(n) eigentlich nur f

�

ur m� T

C

bzw. m� T

C

einen

korrekten Ausdruck f

�

ur die Temperatur darstellen und im

�

Ubergangsbereich gar nicht de�niert

sind. Damit gilt

K(n; �)

m

2

(T

0

)

2

= mN(n)

, K(n; �) =

(T

0

)

2

m

N(n) :

Es resultiert also

T

M

(n) = T

M

C

N(n)

mit

T

M

C

:= m

�1

(T

0

)

2

e

�2�

= m

�1

(T

0

)

2

B

�2

k

2

3

:

8.2.3 Die Temperatur-Anisotropie

Wie oben gezeigt wurde, ist die Temperatur von der Raumrichtung � abh

�

angig, bez

�

uglich der

sie gemessen wird. Die Abh

�

angigkeit ist dabei f

�

ur m = 0 die gleiche wie f

�

ur m� T

C

.

Die zu den drei Raumrichtungen geh

�

orenden Temperaturen lauten (T und T

C

k

�

onnen dabei

auch f

�

ur T

M

und T

M

C

stehen)

T

1

= T (� = 0) = T

C

k

2

3

T

2

= T (� =

�

2

) = T

C

k

�

1

3

T

3

= T (� = �) = T

2

:

Als Ma� f

�

ur die Temperatur-Anisotropie bietet sich die folgende De�nition an [24]:

D(lnT ) :=

1

p

3

((lnT

1

� lnT

2

)

2

+ (lnT

2

� lnT

3

)

2

+ (lnT

3

� lnT

1

)

2

)

1

2

=

r

2

3

j ln(kT

2

)� lnT

2

j

=

r

2

3

j lnkj :

Dabei gilt o�ensichtlich

D(lnT ) =

r

2

3

jk � 1j+O((k � 1)

2

) :

Das Anisotropiema�

�

rel

T :=

�

(T

1

� T

2

)

2

+ (T

2

� T

3

)

2

+ (T

3

� T

1

)

2

�

1

2

T

1

+ T

2

+ T

3

=

p

6

jk � 1j

k + 2

f

�

uhrt f

�

ur k � 1 auf die gleiche Form. Allerdings ist �

rel

T nach oben und unten beschr

�

ankt und

daher kein praktisches Ma� f

�

ur gro�e Anisotropien.
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8.3 Der Energie-Impuls-Tensor T

ab

8.3 Der Energie-Impuls-Tensor T

ab

8.3.1 Berechnung von T

ab

Der Energie-Impuls-Tensor ist gegeben durch T

ab

=

R

p

a

p

b

f(x; p)�

m

mit der in Abschnitt 8.1

begr

�

undeten Form

f(x

a

; p

a

) = f(p) =

h

(2�)

3

1

e

p

p

2

+m

2

=T

0

� 1

;

p :=

q

p

1

2

+ p

2

2

+ p

3

2

f

�

ur die Verteilungsfunktion. Mit p

1

= p cos �, p

2

= p sin � sin', p

3

= p sin � cos' erh

�

alt man mit

der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Form f

�

ur �

m

�

m

= (�g)

�

1

2

p

2

q

m

2

+ g

��

p

�

p

�

dp sin � d� d' :

Diese Form des Volumenelements erweist sich f

�

ur die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors

als die sinnvollste. Es gilt daher

T

ab

= (�g)

�

1

2

Z

p

a

p

b

f(p)

p

2

q

m

2

+ g

��

p

�

p

�

dp sin � d� d' : (8.1)

F

�

ur die (0,0)-Komponente erh

�

alt man somit

T

00

= (�g)

�

1

2

Z

(m

2

+ g

��

p

�

p

�

)

1

2

f(p) p

2

dp sin � d� d'

= (AB

2

)

�1

Z

(A

�2

p

2

cos

2

� +B

�2

p

2

sin

2

� +m

2

)

1

2

f(p) p

2

dp sin � d� d'

= kB

�4

Z

(k

2

p

2

cos

2

� + p

2

sin

2

� +m

2

B

2

)

1

2

f(p) p

2

dp sin � d� d'

= kB

�4

Z

2�

0

d'

Z

1

0

dp

Z

�

0

d� sin � (k

2

cos

2

� + (1� cos

2

�) +

m

2

B

2

p

2

)

1

2

f(p) p

3

:

Mit der Substitution u = cos � resultiert

T

00

= 2� kB

�4

Z

1

0

dp f(p) p

3

Z

�1

1

(�du)

 

(k

2

� 1)u

2

+ 1 +

m

2

B

2

p

2

!

1

2

= 2� kB

�4

~

k

Z

1

0

dp f(p) p

3

Z

1

�1

du (a

2

� u

2

)

1

2

mit den Abk

�

urzungen

~

k :=

q

jk

2

� 1j

a := (1 +

m

2

B

2

p

2

)

1

2

~

k

�1

:

Das

"

+\ steht in dem letzten Ausdruck f

�

ur k > 1 und das

"

�\ f

�

ur k < 1. Der Fall k = 1 ergibt

sich sp

�

ater aus einer Grenzwertbetrachtung und wird hier daher nicht gesondert untersucht.

Die Integration

�

uber u ist elementar und liefert

T

00

= 2� kB

�4

~

k

Z

1

0

dp f(p) p

3

 

p

a

2

+ 1 + a

2

(

arsinh

arcsin

)

(

1

a

)

!

;
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wobei die geschweifte Klammer wieder die Fallunterscheidung k > 1 (arsinh) bzw. k < 1 (arcsin)

symbolisiert. Substituiert man schlie�lich noch p durch p T

0

, erh

�

alt man mit

M :=

m

T

0

das Endresultat f

�

ur T

00

:

T

00

=

h

4�

2

(T

0

)

4

B

�4

k (kI

0

+

~

k

�1

I

1

) (8.2)

mit

I

0

:=

Z

1

0

p

2

(p

2

+M

2

B

2

k

2

)

1

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

dp (8.3)

I

1

:=

Z

1

0

p (p

2

+M

2

B

2

)

e

p

p

2

+M

2

� 1

(

arsinh

arcsin

)

�

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

�

dp : (8.4)

Zu beachten ist hier, da� die Fallunterscheidung bei der Verteilungsfunktion (wie in Abschnitt

8.1) spezi�ziert, ob Bosonen oder Fermionen beschrieben werden und von der anderen Fallun-

terscheidung unabh

�

angig ist.

Mit der Substitution u =

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

l

�

a�t sich I

1

auch als

I

1

=

~

k

4

M

4

B

4

Z

~

k

0

u (

~

k

2

� u

2

)

�3

e

p

M

2

p

2

u

2

(

~

k

2

�u

2

)

�1

+M

2

� 1

(

arsinhu

arcsin u

)

du :

schreiben. Diese Form erweist sich aber f

�

ur Rechnungen und f

�

ur die Implementation auf dem

Computer als weniger n

�

utzlich.

Die Berechnung von T

1

1

l

�

auft analog und wird daher nicht im Einzelnen vorgef

�

uhrt:

T

1

1

= (�g)

�

1

2

Z

g

11

p

1

2

(m

2

+ g

��

p

�

p

�

)

�

1

2

f(p) p

2

dp sin � d� d'

= 2� k

3

B

�4

~

k

Z

1

0

dp f(p) p

3

Z

1

�1

du u

2

(a

2

� u

2

)

�

1

2

:

Auch diese Integration

�

uber u ist elementar und liefert

T

1

1

=

h

4�

2

(T

0

)

4

B

�4

k

3

k

2

� 1

(kI

0

�

~

k

�1

I

1

) : (8.5)

F

�

ur T

2

2

ergibt sich schlie�lich

T

2

2

= (�g)

�

1

2

Z

g

22

p

2

2

(m

2

+ g

��

p

�

p

�

)

�

1

2

f(p) p

2

dp sin � d� d'

= � kB

�4

~

k

Z

1

0

dp f(p) p

3

Z

1

�1

du (1� u

2

) (a

2

� u

2

)

�

1

2

:

F

�

uhrt man die u-Integration aus, erh

�

alt man

T

2

2

=

h

8�

2

(T

0

)

4

B

�4

k

1� k

2

(kI

0

�

~

k

�1

I

2

) (8.6)

mit

I

2

:=

Z

1

0

p (p

2

(2k

2

� 1) +M

2

B

2

)

e

p

p

2

+M

2

� 1

(

arsinh

arcsin

)

�

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

�

dp : (8.7)
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ab

Mit der Substitution u =

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

hat I

2

die Form

I

2

=

~

k

4

M

4

B

4

Z

~

k

0

u (

~

k

2

� u

2

)

�3

e

p

M

2

p

2

(

~

k

2

�u

2

)

�1

+M

2

� 1

(

(1 + 2u

2

) arsinhu

(1� 2u

2

) arcsin u

)

du ;

die aber wie der analoge Ausdruck f

�

ur I

1

weniger n

�

utzlich ist.

Aus der Symmetrie der Metrik folgt au�erdem T

3

3

= T

2

2

.

F

�

ur die Spur des Energie-Impuls-Tensors gilt

T

a

a

= T

0

0

+ T

1

1

+ 2T

2

2

=

h

4�

2

(T

0

)

4

B

�4

k

 

�kI

0

�

~

k

�1

I

1

+

k

3

k

2

� 1

I

0

�

k

k

2

� 1

~

k

�1

I

1

+

k

1� k

2

I

0

�

�

1

k

2

� 1

~

k

�1

I

2

�

=

h

4�

2

(T

0

)

4

B

�4

k

~

k

�1

k

2

� 1

�

(1� 2k

2

) I

1

+ I

2

�

:

Aus der De�nition von I

1

und I

2

folgt

T

a

a

=

h

4�

2

(T

0

)

4

B

�4

k

~

k

�1

k

2

� 1

Z

1

0

2(1� k

2

)M

2

B

2

p

e

p

p

2

+M

2

� 1

(

arsinh

arcsin

)

�

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

�

dp

= �

h

2�

2

m

2

(T

0

)

2

B

�2

k

~

k

�1

�

�

Z

1

0

p

e

p

p

2

+M

2

� 1

(

arsinh

arcsin

)

�

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

�

dp : (8.8)

Wenn man T

C

in Kelvin angibt, haben die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors die Einheit

K

4

, die wegen G = c = k

B

= 1 der Einheit s

4

entspricht. Da aber z.B. � = T

00

die Interpretation

einer Energiedichte mit der Einheit g cm

�3

hat, m

�

u�te eigentlich s

�2

resultieren. Der Grund

daf

�

ur liegt in der Unterdr

�

uckung von �h bei der De�nition des Energie-Impuls-Tensors (siehe

Abschnitt 2.2). Der in der Implementation tats

�

achlich auftretende Zahlenwert von

1

4�

2

(T

0

)

4

f

�

ur T

0

= 10

10

K ist daher (wenn man die Naturkonstanten in Standardeinheiten ausdr

�

uckt)

1

4�

2

10

40

Gk

B

4

c

�5

�h

�3

� 2:156 � 10

�4

s

�2

.

Schlie�lich sei noch die Form von T

ab

f

�

ur k � 1 angegeben:

T

00

=

h

2�

2

(T

0

)

4

B

�4

Z

1

0

p

2

(p

2

+M

2

B

2

)

1

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

 

1 +

4

3

p

2

+M

2

B

2

p

2

+M

2

B

2

(k�1) +O((k�1)

2

)

!

dp

T

1

1

=

h

6�

2

(T

0

)

4

B

�4

Z

1

0

p

4

(p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

 

1 + 3

4

5

p

2

+M

2

B

2

p

2

+M

2

B

2

(k�1) +O(k�1)

2

)

!

dp

T

2

2

=

h

6�

2

(T

0

)

4

B

�4

Z

1

0

p

4

(p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

 

1 +

4

5

p

2

+M

2

B

2

p

2

+M

2

B

2

(k�1) +O((k�1)

2

)

!

dp

sowie

T

a

a

= �

h

2�

2

(T

0

)

4

M

2

B

�2

Z

1

0

p

2

(p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

 

1 +

2

3

p

2

+M

2

B

2

p

2

+M

2

B

2

(k�1) +O((k�1)

2

)

!

dp :

Die elementare, aber ziemlich langwierige Entwicklung der auftretenden Terme und Funktionen,

die zu diesen Ausdr

�

ucken f

�

uhrt, soll hier nicht vorgef

�

uhrt werden, zumal die N

�

aherungsformeln
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8. Die Materie

f

�

ur diese Arbeit nur eine sehr untergeordnete Rolle spielen. Sie werden f

�

ur die Implementation

des numerischen Verfahrens verwendet, wenn k � 1 ist (genauer: im Intervall [1�10

�7

; 1+10

�7

]).

Dieser Fall tritt aber abgesehen vom Zeitpunkt t = t

0

praktisch nie ein (siehe auch die Bemerkung

am Ende von Abschnitt 9.4). F

�

ur die im n

�

achsten Kapitel diskutierte physikalische Bedeutung

von T

ab

haben sie keine Anwendung.

Gerade f

�

ur die physikalische Interpretation des Energie-Impuls-Tensors ist seine Form f

�

ur die

F

�

alle m = 0 und m� T

C

interessant, so da� diese nun untersucht werden sollen.

8.3.2 T

ab

f

�

ur m = 0

F

�

ur m = 0 wird das Integral I

0

zu

I

0

=

Z

1

0

p

3

e

p

� 1

dp

= 


�

4

15

mit


 :=

(

7

8

f

�

ur f � (e

p=T

0

+ 1)

�1

(Fermionen)

1 f

�

ur f � (e

p=T

0

� 1)

�1

(Bosonen)

:

F

�

ur I

1

und I

2

ergeben sich wegen arsinh

p

k

2

� 1 = arcosh k und arcsin

p

1� k

2

= arccos k die

Resultate

I

1

= 


�

4

15

(

arcosh k

arccos k

)

I

2

= 


�

4

15

(2k

2

� 1)

(

arcosh k

arccos k

)

:

Die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors lauten somit

T

00

= 


h�

2

60

(T

0

)

4

B

�4

k (k +K(k))

T

1

1

= 


h�

2

60

(T

0

)

4

B

�4

k

3

k

2

�1

(k �K(k))

T

2

2

= T

3

3

= 


h�

2

120

(T

0

)

4

B

�4

k

1�k

2

�

k + (1� 2k

2

)K(k)

�

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(8.9)

mit

K(k) :=

1

p

jk

2

� 1j

(

arcosh k

arccos k

)

: (8.10)

F

�

ur sp

�

atere Rechnungen sind noch die leicht nachrechenbaren Formeln

dK

dk

=

1� kK

k

2

� 1

(8.11)

und

K = 1�

1

3

(k � 1) +

2

15

(k � 1)

2

+O((k � 1)

3

) (8.12)

n

�

utzlich.
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8.3 Der Energie-Impuls-Tensor T

ab

8.3.3 T

ab

f

�

ur m� T

C

Der Grenzfallm� T

C

ist gleichbedeutend mitMB � k

1

3

. Au�erdem sollen in diesem Abschnitt

die F

�

alle k � 1 und k � 1 ausgeschlossen werden, was aber nicht unbedingt k � 1 impliziert.

Daher sollen Terme, die

k

MB

oder

1

MB

in h

�

oherer Ordnung enthalten, vernachl

�

assigt werden.

Der Einfachheit halber werden dabei O(

k

MB

) und O(

~

k

MB

) durch O(

1

MB

) ersetzt. Im Gegensatz

zum Fall m = 0 erh

�

alt man also nur eine N

�

aherungsform f

�

ur T

ab

, die aber f

�

ur die physikalische

Interpretation von T

ab

(nicht f

�

ur die numerische L

�

osung der Feldgleichungen) wichtig ist.

Mit der Abk

�

urzung

J(p) :=

p

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

gilt zun

�

achst

I

0

=

Z

1

0

J(p) (p

2

+M

2

B

2

k

�2

)

1

2

dp

=

MB

k

Z

1

0

J(p)

 

1 +

1

2

p

2

k

2

M

2

B

2

+O(

p

4

M

4

B

4

)

!

dp :

F

�

ur die Berechnung von I

1

und I

2

erh

�

alt man wegen

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

=

~

k

p

MB

 

1�

1

2

p

2

M

2

B

2

+O(

p

4

M

4

B

4

)

!

und arsinh x = x�

1

6

x

3

+O(x

5

), arcsinx = x+

1

6

x

3

+O(x

5

) das Zwischenresultat

(

arsinh

arcsin

)

(

~

kp (p

2

+M

2

B

2

)

�

1

2

) =

~

k

p

MB

(1�

1

2

p

2

M

2

B

2

) �

1

6

~

k(k

2

� 1)

p

3

M

3

B

3

+

+O(

p

5

M

5

B

5

)

=

~

k

p

MB

 

1�

1

6

(k

2

+ 2)

p

2

M

2

B

2

!

+O(

p

5

M

5

B

5

) :

Damit gilt

I

1

=

Z

1

0

J(p)

p

M

2

B

2

(1 +

p

2

M

2

B

2

)

 

~

k

p

MB

(1�

1

6

(k

2

+ 2)

p

2

M

2

B

2

) +O(

p

5

M

5

B

5

)

!

dp

= MB

~

k

Z

1

0

J(p)

 

1 +

1

6

(4� k

2

)

p

2

M

2

B

2

+O(

p

4

M

4

B

4

)

!

dp

und

I

2

=

Z

1

0

J(p)

p

M

2

B

2

 

1 +

(2k

2

� 1)p

2

M

2

B

2

 

~

k

p

MB

(1�

1

6

(k

2

+ 1)p

2

M

2

B

2

) +O(

p

5

M

5

B

5

)

!!

dp

= MB

~

k

Z

1

0

J(p)

 

1 +

1

6

(11k

2

� 8)

p

2

M

2

B

2

+O(

p

4

M

4

B

4

)

!

dp :

Der resultierende Energie-Impuls-Tensor lautet damit

T

00

=

h

2�

2

m (T

0

)

3

B

�3

k

Z

1

0

J(p)

 

1 +O(

p

2

M

2

B

2

)

!

dp

T

1

1

=

h

6�

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k

3

Z

1

0

J(p) p

2

 

1 +O(

p

2

M

2

B

2

)

!

dp

T

2

2

= T

3

3

=

h

2�

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k

Z

1

0

J(p) p

2

 

1 +O(

p

2

M

2

B

2

)

!

dp :
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8. Die Materie

Unter der Annahme, da� sich die Terme O(

p

2

M

2

B

2

) in den Integralen vernachl

�

assigen lassen, was

wegen der speziellen Form von J(p) gerechtfertigt erscheint, erh

�

alt man somit das Ergebnis

T

00

=

h

2�

2

J

0

m (T

0

)

3

B

�3

k

T

1

1

=

h

6�

2

J

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k

3

T

2

2

= T

3

3

=

h

2�

2

J

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(8.13)

mit

J

0

:=

Z

1

0

J(p) dp =

Z

1

0

p

2

e

p

p

2

+M

2

� 1

dp

J

2

:=

Z

1

0

J(p) p

2

dp =

Z

1

0

p

4

e

p

p

2

+M

2

� 1

dp :

DaM von der Gr

�

o�enordnung 10

�6

m

1eV

ist, kannM f

�

ur die in dieser Arbeit betrachteten Massen

in den Integralen vernachl

�

assigt werden. Die so entstehenden Integrale sind elementar:

J

0

=

(

9

2

�(3) f

�

ur Fermionen

6 �(3) f

�

ur Bosonen

J

2

=

(

225

2

�(5) f

�

ur Fermionen

120 �(5) f

�

ur Bosonen

:

Dabei ist � die Riemannsche Zeta-Funktion mit �(3) � 1:202 und �(5) � 1:037.

8.4 Physikalische Eigenschaften von T

ab

In diesem Abschnitt sollen die physikalischen Eigenschaften von T

ab

untersucht werden. Da-

bei wird vor allem auf die in Abschnitt 1.2 vorgef

�

uhrte kovariante Zerlegung von T

ab

Bezug

genommen.

Mit der Wahl eines mitbewegten Bezugssystems, u

a

= �

0

a

, erh

�

alt man hier die Beziehungen

� = T

ab

u

a

u

b

= T

00

P =

1

3

T

ab

h

ab

=

1

3

(T

1

1

+ 2T

2

2

) (8.14)

q

a

= �T

bc

u

c

h

a

b

= 0

�

a

b

= T

cd

h

a

c

h

bd

� P h

a

b

=

1

3

(T

1

1

� T

2

2

) (2�

a

1

�

1

b

� �

a

2

�

2

b

� �

a

3

�

3

b

) : (8.15)

Da o�ensichtlich

�

2

2

= �

3

3

= �

1

2

�

1

1

gilt, bestimmen �, P und �

1

1

den Energie-Impuls-Tensor vollst

�

andig:

T

00

= �

T

1

1

= P + �

1

1

T

2

2

= T

3

3

= P �

1

2

�

1

1

:

Man kann nun explizite Ausdr

�

ucke f

�

ur P und �

1

1

gewinnen. Da diese Gr

�

o�en aber nur f

�

ur die

physikalische Interpretation wichtig sind, ist es ausreichend, ihre explizite Form f

�

ur die Grenzf

�

alle

m = 0 und m � T

C

anzugeben, bei denen sie auch eine sehr einfache Form haben. Dieses soll

nun geschehen.
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8.4 Physikalische Eigenschaften von T

ab

8.4.1 Physikalische Gr

�

o�en f

�

ur m = 0

F

�

ur m = 0 kann man z.B. aus Gleichung (8.8) ablesen, da�

T

a

a

= �T

00

+ T

1

1

+ 2T

2

2

= 0

gilt. Die hieraus resultierende Zustandsgleichung lautet wegen P =

1

3

(T

1

1

+ 2T

2

2

)

P =

1

3

� :

Die Materie liegt also in Form von Strahlung vor.

Mit der in Abschnitt 8.2 eingef

�

uhrten Zentraltemperatur T

C

:= T

0

k

1

3

B

�1

gilt ferner

� = T

00

= 


h�

2

30

T

C

4

h(k)

mit

h(k) :=

1

2

k

�

1

3

(k +K(k)) :

Dabei wurde h gerade so gew

�

ahlt, da� h(1) = 1 ist.

F

�

ur �

1

1

ergibt sich aus (8.14)

�

1

1

= 


h�

2

180

(T

0

)

4

B

�4

k

k

2

� 1

�

2k

3

+ k � (1� 4k

2

)K(k)

�

:

Wie man leicht mit Hilfe von (8.11) nachrechnet, ist h

0

(k) =

1

6

1

k

2

�1

(2k

3

+ k � (1 � 4k

2

)K(k)),

so da� man �

1

1

auch als

�

1

1

= � g(k)

mit

g(k) := k

h

0

(k)

h(k)

=

1

3

k

1

3

k

k

2

� 1

2k

3

+ k � (1� 4k

2

)K(k)

k +K(k)

schreiben kann.

Mit �

0

:= 


h�

2

30

(T

0

)

4

gilt somit zusammenfassend

� = 


h�

2

30

T

C

4

h(k)

= �

0

e

�4�

h(e

�

)

9

>

=

>

;

(8.16)

P =

1

3

�

�

1

1

= � g(k)

= �

0

e

�4�

h

0

(e

�

) :

9

>

=

>

;

(8.17)

Diese Form f

�

ur den Energie-Impuls-Tensor wurde zuerst in [33] vorgestellt. F

�

ur die Funktionen

h(k) und g(k) sind die Beziehungen

h(0) = 1 ; h(1) = 1 ; h(1) =1 (8.18)

g(0) = �

1

6

; g(1) = 0 ; g(1) =

1

3

(8.19)

und die leicht nachzurechnenden Entwicklungen

h(k) = 1 +

8

45

(k � 1)

2

+O((k � 1)

3

)

g(k) =

16

45

(k � 1) +O((k � 1)

2

)
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8. Die Materie

interessant.

Wenn es sich bei den Teilchen um Bosonen (
=1) mit 2 inneren Freiheitsgraden (h=2) handelt,

also z.B. um Photonen, wird (8.16) f

�

ur k = 1 zu

� =

�

2

15

T

C

4

:

Dieses ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz f

�

ur schwarze Strahler.

8.4.2 Physikalische Gr

�

o�en f

�

ur m� T

C

Wie in Unterabschnitt 8.3.3 erl

�

autert werden f

�

ur diese N

�

aherung Terme vernachl

�

assigt, die

1

MB

oder

k

MB

in h

�

oherer Ordnung enthalten.

Die aus (8.13) resultierenden Ausdr

�

ucke f

�

ur die physikalischen Gr

�

o�en lauten

� =

h

2�

2

J

0

m (T

0

)

3

B

�3

k

P =

h

6�

2

J

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k (

1

3

k

2

+

2

3

)

�

1

1

=

h

9�

2

J

2

m

�1

(T

0

)

5

B

�5

k (k

2

� 1) :

Mit der Zentraltemperatur T

M

C

:= m

�1

(T

0

)

2

e

�2�

aus Abschnitt 8.2 und den Abk

�

urzungen �

M

:=

h

2�

2

J

0

m(T

0

)

3

und �

M

:=

2h

9�

2

J

2

m

�1

(T

0

)

5

lassen sie sich auch schreiben als

� =

h

2�

2

J

0

m

5

2

T

M

C

3

2

= �

M

e

�3�

9

>

>

=

>

>

;

(8.20)

P =

h

6�

2

J

2

m

3

2

T

M

C

5

2

e

�

2

3

�

(

1

3

e

2�

+

2

3

)

=

3

4

�

M

e

�5�

e

�

2

3

�

(

1

3

e

2�

+

2

3

)

=

3

4

�

M

e

�5�

(1 +

4

9

�

2

+O(�

3

))

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

(8.21)

�

1

1

=

h

9�

2

J

2

m

3

2

T

M

C

5

2

e

�

2

3

�

(e

2�

� 1)

=

1

2

�

M

e

�5�

e

�

2

3

�

(e

2�

� 1)

= �

M

e

�5�

� (1 +O(�)) :

9

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

;

(8.22)

Die Energiedichte h

�

angt also nur von � und nicht von � ab. Allerdings wurden diese Beziehungen

nur unter der Bedingung abgeleitet, da� e

�

nicht wesentlich gr

�

o�er als 1 ist.
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9. L

�

osung der Einsteinschen

Feldgleichungen

Nachdem die Kr

�

ummungsgr

�

o�en der Metrik und die Form des Energie-Impuls-Tensors berech-

net wurden, kann man nun die Einsteinschen Feldgleichungen aufstellen. Da keine analytischen

L

�

osungen f

�

ur das so vorliegende System bekannt sind, ist man dabei auf N

�

aherungsl

�

osungen und

numerische Rechnungen auf dem Computer angewiesen.

9.1 Die Feldgleichungen

Mit dem Einstein-Tensor aus Kapitel 7 lauten die Feldgleichung f

�

ur die Einsteinsche Theorie

ohne kosmologische Konstante

3

B

02

B

2

� 2

B

0

B

k

0

k

= �T

00

�2

B

00

B

�

B

02

B

2

= �T

1

1

�2

B

00

B

�

B

02

B

2

+ 3

B

0

B

k

0

k

� 2

k

02

k

2

+

k

00

k

= �T

2

2

:

Die Feldgleichung f

�

ur G

3

3

ist mit der f

�

ur G

2

2

identisch.

Diese Gleichungen sind aber aufgrund der Bianchi-Identit

�

at nicht unabh

�

angig voneinander, wie

man an

0 = G

ab

;b

= G

00

;0

+ (3

B

0

B

�

k

0

k

)G

00

+ (

B

0

B

�

k

0

k

)G

1

1

+ 2

B

0

B

G

2

2

sieht. Die G

00

- und G

11

-Feldgleichungen beschreiben daher das System vollst

�

andig.

Wenn man diese Gleichungen nach k

0

und B

00

au


�

ost, erh

�

alt man die folgende Form, die sp

�

ater

f

�

ur die numerische L

�

osung am sinnvollsten ist:

k

0

=

1

2

k (3

B

0

B

�

B

B

0

�T

00

)

B

00

= �

1

2

B (

B

02

B

2

+ �T

1

1

) :

9

>

>

=

>

>

;

(9.1)

Mit den Gr

�

o�en � und � haben die Feldgleichungen die Gestalt

3�

02

�

1

3

�

02

= �T

00

(9.2)

�3 (�

0

+

1

3

�

0

)

2

� 2�

00

�

2

3

�

00

= �T

1

1

:
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9. L

�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

An der ersten Gleichung kann man

1

3

� = � �+ �

2

ablesen, was zu der Vermutung f

�

uhrt, da� ein nichtverschwindender Scherungsterm zu einer

gr

�

o�eren Expansion f

�

uhrt.

Statt der Feldgleichung f

�

ur G

11

kann man auch die zu (G

1

1

�G

2

2

) geh

�

orende betrachten. Wegen

�

1

1

=

2

3

(T

1

1

� T

2

2

) liefert sie einen Ausdruck f

�

ur den anisotropen Druck und hat zudem noch eine

einfache Form. Durch einfaches Umformen erh

�

alt man n

�

amlich

�2�

0

�

0

�

2

3

�

00

= ��

1

1

: (9.3)

Vor allem wegen der komplizierten Form des Energie-Impuls-Tensors (im Fall m 6= 0 l

�

a�t er

sich nicht einmal geschlossen angeben) existieren f

�

ur dieses Di�erentialgleichungs-System keine

analytischen L

�

osungen.

9.2 N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur kleine Anisotropie

Um wenigstens N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur die Feldgleichungen zu gewinnen, werden die beiden

folgenden Annahmen gemacht:

� � 1 ; �

02

= 3�

2

� � � :

Gleichbedeutend damit ist

lnk � 1 ;

k

02

k

2

� �T

00

:

Die daraus ableitbaren Vereinfachungen, die Inhalt dieses Abschnitts sind, stammen von Misner

[24]. Mit den Annahmen wird die Feldgleichung (4.2) zu

3�

02

= �T

00

:

Das weitere Vorgehen h

�

angt nun von den Grenzf

�

allen m = 0 und m� T

C

ab.

9.2.1 N

�

aherungsl

�

osung f

�

ur m = 0

F

�

ur � � 1 hat T

00

die Form (8.16) mit h � 1 (Gleichung (8.19)), so da� gilt:

3�

02

= � �

0

e

�4�

, �

0

e

2�

= (

�

3

�

0

)

1

2

, e

�

= (

4�

3

�

0

)

1

4

p

t� t

�

mit t

�

= const: .

F

�

ur die Expansion resultiert

� = 3�

0

=

3

2

1

t� t

�

:

Dieses ist der Zeitverlauf der Friedmann-L

�

osungen f

�

ur das Robertson-Walker-Modell, was man

nat

�

urlich auch erwarten konnte, da die Anisotropieanteile f

�

ur die Berechnung von � gerade

vernachl

�

assigt wurden.

Den zeitlichen Verlauf der durch � charakterisierten Anisotropie erh

�

alt man aus der Feldglei-

chung (9.3) und �

0

=

1

2t

. Dazu gibt man �

1

1

die Form �

1

1

=

16

45

�

0

e

�4�

�, die aus (8.17) und (8.19)
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9.2 N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur kleine Anisotropie

folgt:

�2

1

2 t

�

0

�

2

3

�

00

= �

16

45

�

0

e

�4�

�

,

1

t

�

0

+

2

3

�

00

= �

4

15

1

t

2

�

, t

2

�

00

+

3

2

t �

0

+

2

5

� = 0

,

d

2

�

d(ln t)

2

�

d�

d(ln t)

+

3

2

d�

d(ln t)

+

2

5

� = 0

,

d

2

�

d(ln t)

2

+

1

2

d�

d(ln t)

+

2

5

� = 0 :

Dieses ist die homogene Schwingungsgleichung mit der bekannten L

�

osung [16]

� = �

�

e

�

1

4

(ln t)

sin(

1

2

r

27

20

((ln t)� ln t

�

))

= �

�

t

�

1

4

sin(

r

27

80

ln

t

t

�

) ; (9.4)

wobei �

�

und t

�

Integrationskonstanten sind.

9.2.2 N

�

aherungsl

�

osung f

�

ur m� T

C

Aus (8.20) folgt f

�

ur die erste Feldgleichung

3�

02

= � �

0

e

�3�

, e

�

= (

3�

4

�

0

)

1

3

(t� t

�

)

2

3

und somit

� = 2

1

t� t

�

:

Auch hier stimmt also die Zeitentwicklung von �

0

mit der Friedmann-L

�

osung

�

uberein.

Wegen der Form von �

1

1

, Gleichung (8.22), enth

�

alt die zum Fall m = 0 analoge Di�erentialglei-

chung f

�

ur � den Term t

�

10

3

� und kann daher nicht mehr analytisch gel

�

ost werden. Stattdessen

kann man � als neue Zeitvariable einf

�

uhren, d.h. man ersetzt Zeitableitungen nach t durch Ab-

leitungen nach �. Wie im folgenden gezeigt wird, kann man auf diese Weise tats

�

achlich eine

L

�

osung f

�

ur �(�) und somit f

�

ur �(t) �nden.

Dazu benutzt man zun

�

achst die exakte erste Feldgleichung

d�

dt

=

r

1

3

(�T

00

+

1

3

�

02

) =:

p

�

�

;

um eine m

�

oglichst gute Kontrolle

�

uber die Gr

�

o�en zu haben, die sp

�

ater vernachl

�

assigt werden.

F

�

ur die zeitlichen Ableitungen von � erh

�

alt man so

�

0

=

d�

d�

p

�

�

�

00

=

d
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(
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p

�

�

)

=

d
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�
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�
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�

�
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�
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�
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=

d
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�
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�

�

+

1
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d�
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�

�
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�

dT
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p

�
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+

2
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�
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, �

00

=
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1�
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9
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�
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d
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�

d�
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�

�

+

�

6

d�

d�

dT

00
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!

:
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9. L

�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

Die zweite Feldgleichung ist damit

�

aquivalent zu

�2

d�

d�

�

�

�

2

3

�

1�

1

9

(

d�

d�

)

2

�

�1

 

d

2

�

d�

2

�

�

+

�

6

d�

d�

dT

00

d�

!

= ��

1

1

:

Erst jetzt werden die beiden vereinfachenden Annahmen gemacht: Wegen � � 1 haben T

00

und

�

1

1

f

�

ur m � T

C

die Form (8.20) bzw. (8.22). Wegen �

02

� �T

00

, was gleichbedeutend ist mit

(

d�

d�

)

2

� 1, ist �

�

�

�

3

T

00

und (1�

1

9

(

d�

d�

)

2

) � 1. F

�

uhrt man diese Vereinfachungen durch, ergibt

sich

 

�2
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M

e
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�
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�
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3

d
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2

�

1

3

d�

d�

(�3) + 3

�

M

�

M

e

�2�

� = 0

,

d

2

�

d�

2

+

3

2

d�

d�

+

9

2

�

M

�

M

e

�2�

� = 0 :

Mit der Funktion

~

�(�) := �(�) e

3

4

�

l

�

a�t sich diese Di�erentialgleichung vereinfachen zu

d

2

~

�

d�

2

+

�

9

2

�

M

�

M

e

�2�

�

9

16

�

~

� = 0 : (9.5)

Die L

�

osung dieser Gleichung ist [16]
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wobei J

n

und Y

n

die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art mit der Ordnung n und

�

1

; �

2

beliebige Konstanten sind.

Da man f

�

ur den hier untersuchten Fallm� T

C

aber nur an L

�

osungen f

�

ur gro�e Zeiten interessiert

ist, kann man auch in Gleichung (9.5) den Term

9

2

�

M

�

M

e

�2�

gegen

�

uber

9

16

vernachl

�

assigen, da

e

�

� (t� t

�
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2

3

ist. Man erh

�

alt dann

d
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d�
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9
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� = 0

mit der L

�

osung
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�
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e
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4

�

; �

1

; �
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= const: :

F

�

ur � ergibt sich damit

� = �

1

+ �

2

e

�

3

2

�

und daher mit einer Umbenennung der Konstanten

� = �

1

+ �

2

1

t

; �

1

; �

2

= const: : (9.6)

F

�

ur k resultiert

k = e

�

1

e

�

2

1

t

;

k

0

k

= ��

2

1

t

2

: (9.7)

Die hier gefundenen N

�

aherungsl

�

osungen stellen eine gro�e Hilfe f

�

ur die Diskussion der Ergebnisse

der numerischen Simulation dar. In den Abschnitten 9.5 und 9.6 werden sie oft zum Vergleich

herangezogen.
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9.3 Das Anfangswertproblem

9.3 Das Anfangswertproblem

Um die Feldgleichungen zu l

�

osen, mu� man sich klarmachen, welches die unabh

�

angigen Variablen

sind und ob die Zeitentwicklung bereits vollst

�

andig determiniert ist. Zun

�

achst f

�

uhrt man die

beiden unabh

�

angigen Feldgleichungen 2. Ordnung (9.1) auf 3 Gleichungen 1. Ordnung zur

�

uck:

k

0

=

1

2

k (3

B

0

B

�

B

B

0

�T

00

)

B

0

= C

C

0

= �

1

2

B (

B

02

B

2

+ �T

1

1

) :

Dazu wurde die Funktion C(t) := B(t)

0

eingef

�

uhrt, die von nun an zusammen mit k und B zu

den unabh

�

angigen Variablen z

�

ahlen soll, so da� man drei Anfangsbedingungen f

�

ur k, B und C

angeben mu�.

Wie in Abschnitt 8.1 besprochen soll die Berechnung der L

�

osungen der Feldgleichung zu dem

Zeitpunkt t

0

beginnen, an dem k und B auf 1 gesetzt wurden:

A(t

0

) = B(t

0

) = k(t

0

) = 1 :

Daher hat man f

�

ur das vorliegende System genau einen freien Parameter als dritte Anfangsbe-

dingung, n

�

amlich den Wert von C und somit von B

0

zum Zeitpunkt t

0

. Die erste Feldgleichung

liefert aber eine direkte Beziehung zwischen B

0

(t

0

) und k

0

(t

0

), so da� man auch k

0

zum Zeitpunkt

t

0

vorgeben und dann B

0

(t

0

) der (nach B

0

aufgel

�

osten) ersten Feldgleichung

B

0

(t

0

) =

1

3
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0

(t
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) +

r

�

2

�
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+

1

9
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0

(t

0

)

2

(9.8)

mit �

0

= �(t

0

) = 


h�

2

30

(T

0

)

4

entnehmen kann. Das ist sogar die n

�

utzlichere M

�

oglichkeit, da k

0

die

Scherung der Metrik charakterisiert. Gro�e k

0

(t

0

) entsprechen einer gro�en Anfangsanisotropie,

kleine k

0

(t

0

) einer kleinen. Wegen A

0

(t

0

) = B

0

(t

0

)� k

0

(t

0

) gilt au�erdem

A

0

(t

0

) = �

2

3

k

0

(t

0

) +

r

�

2

�
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+

1

9

k

0

(t

0

)

2

: (9.9)

Damit erh

�

alt man die folgende Zuordnung:

k
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) � �k
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) ; B
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) �

3�

4

�

0

1

�k

0

(t
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Im Fall k

0

(t

0

) > 0 w

�

urde sich das System aus einer

"

Zigarrensingularit

�

at\ mit st

�

arkerer Expansi-

on in der y-z-Ebene entwickeln, f

�

ur k

0

(t

0

) < 0 aus einer

"

Pfannkuchensingularit

�

at\ mit st

�

arkerer

Expansion in der x-Achse. Im ersten Fall kommt es dabei o�ensichtlich zu einer anf

�

anglichen

Kontraktion von A, wenn k

0

(t

0

) >

q

3�

2

�

0

ist.

Das Verh

�

altnis der Hubble-Parameter

A

0

A

und

B

0

B

ist wegen

A

0

B

0

(t

0

) � �

1

2

f

�

ur k

0

(t

0

) � 0 als

Anfangswert weniger geeignet. Stewart [33] untersucht die Zeitentwicklung des Systems unter

den Anfangsbedingungen

A

0

B

0

(t

0

) � 1 und

A

0

B

0

(t

0

) � 1 und kommt so zu der falschen Schlu�fol-

gerung, da� man im zweiten Fall (der der Entwicklung aus der Zigarrensingularit

�

at entspricht)

eine beliebig gro�e Anfangsanisotropie vorgeben k

�

onnte, ohne die Zeitentwicklung wesentlich zu

beein
ussen. Sein

"

Grenzfall\

A

0

B

0

(t

0

) = 0 entspricht aber nat

�

urlich einer endlichen und sogar

sehr kleinen Anfangsanisotropie k

0

(t

0

) =

q

3�

2

�

0

.
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�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

Da man au�erdem �

0

= 


h�

2

30

(T

0

)

4

einen Wert zuweisen mu�, hat man sich nun zu entscheiden,

welche Teilchensorte man betrachten will, um die Gr

�

o�en 
 und h und die Gr

�

o�e des Parameters

T

0

festzulegen. Dieser entspricht wegen T

C

= T

0

B

�1

k

1

3

und B(t

0

) = k(t

0

) = 1 der Temperatur

der Teilchen zum Zeitpunkt t

0

.

Da �

0

aber die Einheit s

�2

hat, kann man �

0

durch eine Umde�nition der Zeiteinheit jeden

beliebigen (positiven) Wert geben. F

�

ur die Auswertung der numerischen Simulation, in der nur

der einheitenlose Zahlenwert von �

0

auftaucht, mu� man dann beachten, da� k

0

(t

0

) (mit der

Einheit s

�1

) einen entsprechend ver

�

anderten Wert hat und da� der Parameter t nun der Zeit

in den neuen Zeiteinheiten entspricht. Etwas konkreter formuliert sind die L

�

osungen f

�

ur �

0

,

k

0

(t

0

) nach einer Zeit t den L

�

osungen f

�

ur K�

0

,

p

K k

0

(t

0

) nach einer Zeit K

�

1

2

t

�

aquivalent (f

�

ur

K > 0). Diese

�

Ubereinstimmung mu� nat

�

urlich auch bei der konkreten numerischen Simulation

resultieren, so da� man einen einfachen Konsistenztest zur Verf

�

ugung hat (siehe Abschnitt 9.4).

Die in dieser Arbeit diskutierten qualitativen Eigenschaften der L

�

osungen der Feldgleichungen

ergeben sich daher auch f

�

ur ge

�

anderte Werte von T

0

, h und 
. Im Fall m 6= 0 h

�

angt die Form der

Integrale J

0

und J

2

, die in den Gleichungen (8.13) auftauchen, allerdings davon ab, ob Fermionen

oder Bosonen beschrieben werden sollen. F

�

ur m� T

C

(und nat

�

urlich f

�

ur m� T

C

) schl

�

agt sich

diese Abh

�

angigkeit aber wieder nur in einem konstanten Faktor nieder.

Wie in der Einleitung angesprochen soll in dieser Arbeit ein Gas aus Neutrinos beschrieben

werden (genauer gesagt aus einer Neutrinosorte). Diese waren nach etwa 2 s bei Temperaturen

von ca. 10

10

K von der

�

ubrigen Materie entkoppelt (siehe Abschnitt 3.3). Daher werden f

�

ur die

numerische Simulation die folgenden Zahlenwerte gew

�

ahlt:

t

0

= 2 s ; 
 =

7

8

; T

0

= 10

10

K ; h =

(

1 f

�

ur m = 0

2 f

�

ur m 6= 0

Die Fallunterscheidung f

�

ur den Wert von h dr

�

uckt die Tatsache aus, da� massive Neutrinos im

Gegensatz zu masselosen zwei Helizit

�

atszust

�

ande besitzen. Die grunds

�

atzlichen Eigenschaften

der Ergebnisse sind aber wie gesagt unabh

�

angig von diesen speziellen Werten.

Au�erdem wurden alle L

�

osungen bis zu einer Zeit t

E

= 10

22

s verfolgt. Die Wahl des Endpunkts

der Simulation ist aber eine Darstellungsfrage und hat keine besondere Bedeutung.

9.4 Konsistenztests und Fehlerabsch

�

atzung

Bevor die Ergebnisse der numerischen Simulation diskutiert werden, soll zun

�

achst etwas

�

uber

die Zuverl

�

assigkeit des numerischen Verfahrens ausgesagt werden. Dazu bietet sich als erstes ein

einfacher Konsistenztest an: F

�

ur verschwindende Anfangsanisotropie m

�

ussen die berechneten

Zeitverl

�

aufe f

�

ur die Metrikfunktionen A und B mit der Friedmann-L

�

osung

R(t) = (

4�

3

�

0

)

1

4

p

t� t

�

�

ubereinstimmen, wenn m = 0 ist. F

�

ur m� T

C

m

�

ussten sie

R(t) � (t� t

�

)

2

3

mit einer von m abh

�

angigen Proportionalit

�

atskonstanten entsprechen. Wie auch in der Diskus-

sion der L

�

osungen deutlich werden wird, ist tats

�

achlich kein Unterschied zwischen berechneten

und exakten L

�

osungen erkennbar.

Ein anderer Konsistenztest beruht auf der im vorigen Abschnitt festgestellten Tatsache, da�

die L

�

osungen, die man f

�

ur einen ge

�

anderten Zahlenwert von �

0

erh

�

alt, in dem dort beschriebe-

nen Sinne mit den alten L

�

osungen

�

ubereinstimmen m

�

ussen. Tats

�

achlich erf

�

ullt die numerische

Simulation diese Bedingung.
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9.4 Konsistenztests und Fehlerabsch

�

atzung

Der wichtigste Punkt ist sicherlich die Einsch

�

atzung des globalen Fehlers, der vor allem aus

Rundungsfehlern des Computers entspringt. Da f

�

ur k

0

(t

0

) 6= 0 keine exakten L

�

osungen existie-

ren, ist man dabei auf Vergleiche von Simulationsdurchl

�

aufen mit verschiedenen Parametern

angewiesen. Vor allem der mit eps bezeichnete Parameter zur Steuerung der lokalen Genauig-

keit der NAG-Routinen (siehe Anhang B) spielt dabei eine wichtige Rolle. F

�

ur den Fall m 6= 0

ben

�

otigt man au�erdem einen Parameter int eps f

�

ur die Steuerung der numerischen Integration,

die f

�

ur die Berechnung von T

00

und T

11

n

�

otig ist. Um einen Eindruck von den auftretenden

Rundungsfehlern zu bekommen, kann man daher die Gr

�

o�en der freien Variablen k, B und B

0

f

�

ur verschiedene Werte von eps und int eps miteinander vergleichen. Die relativen Di�erenzen

zum Zeitpunkt t = 10

22

s sind in der folgenden Tabelle aufgelistet, wobei als Bezugswerte 10

�13

bzw. 10

�12

=10

�10

f

�

ur eps bzw. eps und int eps gew

�

ahlt wurden.

Rundungsfehler f

�

ur m = 0

Auswertung : bei t = 10

22

s

Bezugswert : Genauigkeit 10

�13

k

0

(t

0

) = �10

2

s

�1

k

0

(t

0

) = +10

4

s

�1

Gen. k B B

0

k B B

0

10

�8

1 10

�9

4 10

�10

9 10

�9

2 10

�8

8 10

�9

6 10

�9

10

�10

4 10

�10

1 10

�10

3 10

�10

5 10

�10

2 10

�10

1 10

�10

10

�12

8 10

�11

2 10

�11

2 10

�12

5 10

�12

2 10

�12

4 10

�13

Rundungsfehler f

�

ur m 6= 0

Auswertung : bei t = 10

22

s

Bezugswert : Genauigkeit 10

�12

/ 10

�10

k

0

(t

0

) = �10

2

s

�1

0.1 eV 10 eV

Gen. k B B

0

k B B

0

10

�6

=10

�3

6 10

�4

2 10

�4

2 10

�4

6 10

�5

2 10

�5

2 10

�5

10

�8

=10

�4

2 10

�8

8 10

�9

8 10

�9

1 10

�7

4 10

�8

3 10

�8

10

�10

=10

�8

1 10

�9

4 10

�10

2 10

�10

2 10

�9

5 10

�10

5 10

�10

k

0

(t

0

) = +10

4

s

�1

0.1 eV 10 eV

Gen. k B B

0

k B B

0

10

�6

=10

�3

2 10

�5

7 10

�6

7 10

�6

3 10

�6

8 10

�7

7 10

�7

10

�8

=10

�4

1 10

�7

5 10

�8

4 10

�8

1 10

�7

4 10

�8

4 10

�8

10

�10

=10

�8

1 10

�9

3 10

�10

2 10

�10

1 10

�9

4 10

�10

3 10

�10

O�ensichtlich sind die auftretenden globalen Fehler sehr klein. F

�

ur die Berechnung einiger

Gr

�

o�en wie z.B des Anisotropieparameters k

�

onnen aber selbst solche kleinen Fehler zu gro�en

Abweichungen f

�

uhren. Der Anisotropieparameter errechnet sich n

�

amlich als Di�erenz zweier

Zahlen, die um Gr

�

o�enordnungen gr

�

o�er als er selber sind. Abgesehen von der Tatsache, da� der

berechnete Wert dieser Gr

�

o�en dann nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt sinnvoll ist, treten

dadurch aber keine Probleme auf.

F

�

ur die in dieser Arbeit abgebildeten Ergebnisse der Simulation wurden normalerweise die Werte

10

�12

bzw. 10

�10

=10

�8

f

�

ur eps und int eps gew

�

ahlt, da das Programm mit noch kleineren Werten

teilweise nicht zurecht kam.
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9. L

�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

Schlie�lich sei noch angemerkt, da� die Benutzung der N

�

aherungsformel f

�

ur T

ab

im Fall k 2

[1 � 10

�7

; 1 + 10

�7

] (siehe Abschnitt 8.3) zu keinem nachweisbaren globalen Fehler f

�

uhrt. Eine

andere Wahl des Intervalls wie [1�10

�8

; 1+10

�8

] oder [1�10

�6

; 1+10

�6

] hatte n

�

amlich keinen

Ein
u� auf die Gr

�

o�e der berechneten Variablen.

9.5 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

F

�

ur die Darstellung der L

�

osungen in dieser Arbeit seien einige Punkte angemerkt. Aus Gr

�

unden

der

�

Ubersichtlichkeit wird bei der Beschriftung der Kurven nur die Masse mit einer Einheit

versehen. Gr

�

o�en wie k

0

(t) sind immer in der Einheit s

�1

zu verstehen. Der Zeitpunkt 6 � 10

17

s

wird mit einem Pfeil an der Zeitachse markiert, da er dem ungef

�

ahren heutigen Weltalter von

20 Milliarden Jahren entspricht. Die L

�

osungen werden bis zu einer Zeit von 10

22

s verfolgt.

Wegen der beliebig ansetzbaren Anfangsanisotropie und der Tatsache, da� dieses System nur

eine Teilchensorte beschreibt und nicht als ein reales kosmologisches Modell dienen kann, w

�

are es

dabei wenig sinnvoll,

�

uber die Diagrammbesprechung hinausgehende Aussagen

�

uber die exakten

Zahlenwerte der Gr

�

o�en zu machen.

Am interessantesten ist sicherlich die Zeitentwicklung von k(t), sie ist in Diagramm 1 illustriert.

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer versch. k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = + 1e6
          + 1e4
          + 1e2
          -  10
          - 1e2
          - 1e3

Diagramm 1

Die Bedeutung dieser Gr

�

o�e liegt darin, da� k ein Ma� f

�

ur die Temperaturanisotropie ist und

da k

0

(t) die Scherung und den Anisotropieparameter charakterisiert. S. F

�

ur k = 1 und k

0

=

0 erh

�

alt man die Robertson-Walker-Metrik mit der gew

�

ohnlichen Friedmann-Zeitentwicklung.

Tats

�

achlich gehen alle hier betrachteten L

�

osungen f

�

ur gro�e Zeiten in diesen Zustand

�

uber. Die

Schnelligkeit dieser Ann

�

aherung h

�

angt aber stark von der gew

�

ahlten Anfangsbedingung ab.

Die mit k verkn

�

upften physikalischen Gr

�

o�en und der genaue Verlauf von A(t) und B(t) wer-

den zwar noch untersucht, aber schon diesem Diagramm ist zu entnehmen, da� die anf

�

anglich

vorgegebene Anisotropie im Laufe der Zeit abklingt, und zwar um so schneller, je kleiner die

Anfangsanisotropie ist.

Da die Gr

�

o�e von k

0

(t

0

) wie in diesem Diagramm ersichtlich nur den zeitlichen Ma�stab der

L

�

osungen beein
u�t, werden im folgenden meistens nur die F

�

alle k

0

(t

0

) = +10

4

und k

0

(t

0

) =
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9.5 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

�10

2

als typische F

�

alle untersucht. Dies bewahrt die

�

Ubersichtlichkeit der Darstellung.

Wenn k nahe 1 ist, kann man die numerische L

�

osung f

�

ur k(t) mit der N

�

aherungsl

�

osung (9.4),

deren freie Konstanten individuell anzupassen sind, vergleichen. Das Ergebnis wird in den Dia-

grammen 2 und 3 deutlich. F

�

ur andere Anfangswerte ergibt sich dabei ein v

�

ollig analoges Bild.

Wie man sieht, ist Gleichung (9.4) f

�

ur gro�e Zeiten, bei denen k � 1 gilt, tats

�

achlich eine sehr

gute N

�

aherung. Au�erhalb dieses Bereichs versagt sie erwartungsgem

�

a�. Dieses unterstreicht

noch einmal das Ergebnis, da� das Modell asymptotisch in das Friedmann-Modell

�

ubergeht.

0.3

0.5

0.7

1

1.3

1.6

1e+13 1e+15 1e+17 1e+19 1e+21

k(t) mit Naeherungsloesung fuer k’(t_0) = + 1e4[]

[s]

k(t)  
Naeherung

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.4

1.8

1e+11 1e+13 1e+15 1e+17 1e+19 1e+21

k(t) mit Naeherungsloesung fuer k’(t_0) = - 1e2[]

[s]

k(t)  
Naeherung

Diagramme 2,3
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9. L

�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

Der Zeitverlauf der Metrikfunktionen A und B h

�

angt nat

�

urlich davon ab, ob die Expansion an-

fangs st

�

arker in der x-y-Ebene (k

0

(t

0

) > 0) oder in Richtung der z-Achse (k

0

(t

0

) < 0) statt�ndet.

Im Diagramm 4 ist der Verlauf f

�

ur k

0

(t

0

) = +10

4

dargestellt. Wie im Abschnitt 9.3 vermutet

kommt es zu einer anf

�

anglichen Kontraktion von A, die dann in eine Expansion

�

ubergeht. Die

Metrikfunktion B zeigt dagegen anfangs einen

�

au�erst starken Anstieg. Diagramm 5 zeigt den

Verlauf f

�

ur k

0

(t

0

) = �10

2

. Wie man sieht, bleibt B bis etwa 10

3

s praktisch konstant, w

�

ahrend

die Expansion von A zun

�

achst viel st

�

arker als im Friedmann-Modell ist.

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’(t_0) = + 1e4
[]

[s]

B     
A     

Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’(t_0) = - 1e2
[]

[s]

A     
B     

Friedmann 

Diagramme 4,5

Die Diagramme 6 und 7 stellen den zeitlichen Verlauf der Hubble-Parameter

A

0

A

und

B

0

B

dar,

im Grunde illustrieren sie nur die eben beschriebenen Kurven. Im Fall k

0

(t

0

) = +10

4

ist dabei

A

0

A

wegen der anf

�

anglichen Kontraktion von A zun

�

achst negativ und wird dann positiv. Der

Durchgang durch 0, den man in dem logarithmischen Diagramm nicht ad

�

aquat darstellen kann,

wird dabei durch den Pfeil angedeutet.
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9.5 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05

1 

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

|A’/A| und B’/B fuer k’(t_0) = + 1e4
[1/s]

[s]

B’/B   
|A’/A|  
Friedmann

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05

1 

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A’/A und B’/B fuer k’(t_0) = - 1e2
[1/s]

[s]

A’/A   
B’/B   

Friedmann

Diagramme 6,7

In den Diagrammen 8 und 9 soll gezeigt werden, wie der Zeitverlauf des Anisotropieparameters

# = 6�

2

=�, in den Diagrammen mit

"

AP\ abgek

�

urzt

1

, und der TemperaturanisotropieD(lnT ) =

q

2

3

j lnkj aussieht. Den qualitativen Verlauf kann man dabei schon aus Diagramm 1 erahnen.

Die Spitzen ergeben sich, da k f

�

ur gro�e Zeiten um 1 oszilliert, so da� die beiden Funktionen

f

�

ur alle Zeitpunkte, an denen k

0

= 0 bzw. k = 1 ist, den Wert 0 haben m

�

u�ten. Das wird aber

nat

�

urlich numerisch nicht exakt erreicht und ist in dem logarithmischen Diagramm auch gar

nicht darstellbar. Die L

�

ange und Ausgepr

�

agtheit (nicht aber die zeitliche Lokalisation) dieser

Spitzen sind daher auch eher Artefakte der Rundungsfehler des Computers und haben keine

eigenst

�

andige Bedeutung. Man sieht aber, da� sowohl # als auch D(lnT ) f

�

ur gro�e Zeiten sehr

klein werden, was mit der N

�

aherungsl

�

osung (9.4) im Einklang steht.

Wie in den Diagrammen 10 und 11 sichtbar wird, f

�

uhrt ein kleinerer Anfangswert von k

0

zu deut-

lich kleineren Werten f

�

ur diese Gr

�

o�en. Der qualitative Verlauf wird davon aber nicht ber

�

uhrt.

1

Leider lassen sich mit diesem Plotprogramm keine griechischen Buchstaben ausgeben.
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�

osung der Einsteinschen Feldgleichungen

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) und AP fuer k’(t_0) = + 1e4
[]

[s]

D(lnT)
AP  

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) und AP fuer k’(t_0) = - 1e2
[]

[s]

D(lnT)
AP  

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) und AP fuer k’(t_0) = + 1e2
[]

[s]

D(lnT)
AP  

Diagramme 8-10
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9.5 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) und AP fuer k’(t_0) = - 10
[]

[s]

D(lnT)
AP  

Diagramm 11

Interessant ist auch der zeitliche Verlauf der Gr

�

o�e e

�

= (AB

2

)

1

3

. Er ist in den Diagrammen 12

und 13 dargestellt.

Bei einer gro�en Anfangsanisotropie kommt es zu Beginn unabh

�

angig vom Vorzeichen von k

0

(t

0

)

zu einem kurzen, aber

�

au�erst starken Anstieg von e

�

. F

�

ur gro�e Zeiten erh

�

alt man den aus dem

Friedmann-Modell bekannten Verlauf proportional zu

p

t� t

�

. Da� eine nichtverschwindende

Anisotropie zu einer st

�

arkeren Expansion f

�

uhrt, wurde schon bei der Besprechung der ersten

Feldgleichung in der Form (9.2) vermutet. Im Vergleich zu anderen Metrikgr

�

o�en ist der Verlauf

von e

�

aber insgesamt der Friedmann-L

�

osung sehr

�

ahnlich.

Das dr

�

uckt sich auch im Diagramm 14 in den physikalischen Gr

�

o�en der Zentralemperatur und

der Energiedichte aus, die proportional zu e

��

bzw. e

�4�

h(e

�

) sind.

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer positive k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = + 1e6
          + 1e4
          + 1e2

Friedmann  

Diagramm 12
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1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer negative k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = - 1e3
          - 1e2
          -  10

Friedmann  

Diagramm 13

1e-40

1e-35

1e-30

1e-25

1e-20

1e-15

1e-10

1e-05

1 

1e+05

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

Temperatur und Energiedichte[K]/[g cm^-3]

[s]

Temperatur, k’(t_0) = - 1e2
                      + 1e4

Friedmann   
En.dichte,  k’(t_0) = - 1e2
                      + 1e4

Friedmann   

Diagramm 14

78



9.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0

9.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0

In dem Diagramm 15 ist der Zeitverlauf von k(t) f

�

ur eine Reihe von Anfangsbedingungen und

eine Masse von 10 eV dargestellt.

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer m = 10 eV und versch. k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = + 1e6
          + 1e4
          + 1e2
          -  10
          - 1e2
          - 1e3

Diagramm 15

Erwartungsgem

�

a� zeigt sich dabei f

�

ur fr

�

uhe Zeiten das gleiche Bild wie im Fall verschwindender

Masse (Diagramm 1). Nach etwa 10

12

� 10

14

s nehmen aber alle L

�

osungen einen konstanten

Verlauf. Die Gr

�

o�e von k zu dieser Zeit wird also sozusagen

"

eingefroren\ und erreicht nicht

mehr asymptotisch 1. Die N

�

aherungsl

�

osung (9.6) f

�

ur m� T

C

beschreibt diesen Verlauf korrekt,

was sich auch weiter unten bei der Besprechung des Anisotropieparameters zeigen wird.

Wie die Diagramme 16 und 17 zeigen, bestimmt die Gr

�

o�e der Masse den Zeitpunkt, an dem

k konstant wird (nat

�

urlich geschieht dieses nicht instantan), da die Bedingung m � T

C

so zu

fr

�

uheren oder sp

�

ateren Zeiten erf

�

ullt ist. Hier wird auch deutlich, da� die (in die Temperatura-

nisotropie eingehende) Di�erenz von k zu 1 bei diesen Anfangsbedingungen stark von der Masse

abh

�

angt.

Auch der zeitliche Verlauf der Metrikfunktionen A und B gleicht wie in den Diagrammen 18-21

gezeigt nat

�

urlich im Bereich m � T

C

dem f

�

ur m = 0. Dann aber lassen sich zwei E�ekte der

nichtverschwindenden Masse ausmachen. Erstens laufen die L

�

osungen f

�

ur A und B zwar parallel

zueinander, sie sind aber auch f

�

ur gro�e Zeiten nicht mehr identisch. Im Fall m = 0:01eV

ist dieses allerdings kaum auszumachen. Das spiegelt die oben besprochene Tatsache wieder,

da� sich k einem konstanten Wert ungleich 1 n

�

ahert. Der zweite E�ekt ist die systematische

Abweichung von der Friedmannschen Strahlungsl

�

osung R �

p

t� t

�

f

�

ur gro�e Zeiten. Wie man

bei der Analyse des Zeitverlaufs von e

�

= (AB

2

)

1

3

genauer sehen wird, gleicht die L

�

osung dann

(bis auf die Anisotropiee�ekte) der Friedmannschen Staubl

�

osung R � (t� t

�

)

2

3

.
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Diagramme 16-18
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9.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0
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Diagramme 19-21
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�
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Diese E�ekte spiegeln sich in den Hubble-Parametern kaum wieder. Die minimale Abweichung

vom Strahlungsmodell (

2

3

1

t�t

0

� statt

1

2

1

t�t

0

�Abfall) ist graphisch nicht gut darstellbar und

enth

�

alt keine neuen Informationen.

Interessanter ist die Entwicklung der Temperaturanisotropie D(lnT ). Der qualitative Verlauf

l

�

a�t sich dabei schon aus dem Zeitverlauf von k entnehmen. Die Abh

�

angigkeit von der Gr

�

o�e

der Anfangsanisotropie wird an Diagramm 22 und 23 f

�

ur m = 10 eV deutlich.

1e-04

1e-03

0.01

0.1

1
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10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) fuer m = 10 eV und positive k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = + 1e6
          + 1e4
          + 1e2
          +  1 

1e-04

1e-03

0.01

0.1

1

10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

D(lnT) fuer m = 10 eV und negative k’(t_0)
[]

[s]

k’(t_0) = - 1e3
          - 1e2
          -  10
          -   1

Diagramme 22,23

Wie man sieht, f

�

uhrt schon ein Anfangswert von k

0

(t

0

) = +10

2

bzw. k

0

(t

0

) = �10 zu einer

heutigen Temperatur-Anisotropie von fast 0:1. Auch f

�

ur noch kleinere k

0

(t

0

)-Werte ergibt sich

ein im Vergleich zum Fall m = 0 qualitativ anderer Verlauf. Die Abh

�

angigkeit von der Masse

wird in den Diagrammen 24 und 25 dargestellt.

82
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�

ur m 6= 0
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[s]
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     10  eV
      1  eV
    0.01 eV
      0  eV

Diagramme 24,25

Da die Gr

�

o�e der Masse den Zeitpunkt bestimmt, an dem die Temperaturanisotropie

"

einfriert\,

h

�

angt D(lnT ) emp�ndlich davon ab. Schon kleine Massen f

�

uhren daher zu einem v

�

ollig ande-

ren Bild als im Fall m = 0. Da D(lnT ) aber f

�

ur m � T

C

wegen der Oszillation von k um 1

Durchg

�

ange durch 0 hat (das hieraus resultierende Darstellungsproblem wurde bereits bespro-

chen) und nicht monoton fallend ist, f

�

uhrt eine gr

�

o�ere Masse nicht unbedingt zu einer gr

�

o�eren

Temperaturanisotropie. Dieses kann man an den L

�

osungen f

�

ur m = 100 eV und m = 10 eV

(Diagramm 24) bzw. m = 10 eV und m = 1 eV (Diagramm 25) sehen.

Obwohl die Temperaturanisotropie also sehr gro� sein kann, f

�

allt der Anisotropieparameter # f

�

ur

m� T

C

viel schneller ab als im Fall m = 0. Diagramm 26 und 27 zeigen dabei die Abh

�

angigkeit

von der Anfangsanisotropie und die Diagramme 28 und 29 den Ein
u� der Masse.

Dabei k

�

onnen wie in Abschnitt 9.4 angesprochen nicht alle L

�

osungen bis 10

22

s verfolgt werden,

da sich # als Di�erenz zweier Zahlen errechnet, die um Gr

�

o�enordnungen gr

�

o�er als # sind,

so da� die Rundungsfehler des Computers irgendwann eine Berechnung unm

�

oglich machen.

Bei welchem Zeitpunkt dieses geschieht, ist dabei nat

�

urlich f

�

ur die Interpretation der L

�

osung

irrelevant.
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1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer m = 10 eV und positive k’(t_0)[]

[s]

k’(t_0) = + 1e6
          + 1e4
          + 1e2
          +  1 

1e-20

1e-16

1e-12

1e-08

1e-04

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer m = 10 eV und negative k’(t_0)[]

[s]

k’(t_0) = - 1e3
          - 1e2
          -  10
          -   1

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’(t_0) = + 1e4 und versch. m[]

[s]

m = 0.01
      1 
     10 
    100 

Diagramme 26-28
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�
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Diagramm 29

Wie nicht anders zu erwarten war, ist # i.a. umso gr

�

o�er, je gr

�

o�er die Anfangsanisotropie ist.

Die Abh

�

angigkeit von der Gr

�

o�e der Masse ist aber wegen des schnellen Abfalls gerade umge-

kehrt: Gro�e Massen f

�

uhren zu einem kleinen Anisotropieparameter, kleine zu einem gro�em.

Der qualitative Verlauf f

�

ur m � T

C

ist aber f

�

ur alle Massen und Anfangsbedingungen gleich

und wird durch die N

�

aherungsl

�

osung (9.6) beschrieben, die ein Abfallverhalten proportional zu

t

�2

vorhersagt. Aus Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit wird diese

�

Ubereinstimmung nur f

�

ur einige

typische L

�

osungen in Diagramm 30 illustriert. Sie ergibt sich aber wie gesagt f

�

ur alle.
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Diagramm 30
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�
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Schon bei der Besprechung der Metrikfunktionen klang an, da� das System zun

�

achst in das

Friedmannsche Strahlungsmodell

�

ubergeht, um sich dann f

�

ur m � T

C

wie das Friedmannsche

Staubmodell zu entwickeln. Dieser Sachverhalt wird in den Diagrammen 31 - 34 anhand des

Zeitverlaufs von e

�

= (AB

2

)

1

3

besonders deutlich.

F

�

ur gro�e k

0

(t

0

) ist dabei der Unterschied zum Staubmodell unerkennbar klein. Auch dieses ist

eine Eigenschaft der N

�

aherungsl

�

osung. Zu fr

�

uhen Zeiten tritt wieder der E�ekt auf, da� eine

gr

�

o�ere Anfangsanisotropie zu einer st

�

arkeren Expansion f

�

uhrt.
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Diagramme 31,32
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Diagramme 33,34

Am Ende des Abschnitts 10.7 �ndet sich eine kurze Zusammenfassung, die auch die wesentlichen

Eigenschaften der gerade besprochenen L

�

osungen der Einsteinschen Feldgleichungen zum Inhalt

hat.
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10. L

�

osung der

Brans-Dicke-Feldgleichungen

Mit der vorgestellten Metrik und dem berechneten Energie-Impuls-Tensor kann man auch die

Feldgleichungen in der Brans-Dicke-Theorie aufstellen. Diese Theorie wird in Anhang A.2 vor-

gestellt. Die Probleme, die bei der L

�

osung dieser Gleichungen auftreten, sind dabei ganz analog

zum Einsteinschen System. Daher hat dieses Kapitel den gleichen grunds

�

atzlichen Aufbau wie

das vorige.

10.1 Die Feldgleichungen in der Brans-Dicke-Theorie

F

�

ur die axialsymmetrische Bianchi I - Metrik ergeben sich in der Brans-Dicke-Theorie die Zwi-

schenresultate

g
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F

�

ur m = 0 und somit T

a

a

= 0 l

�

a�t sich die dritte Gleichung integrieren:
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� 3

B

0

B

�

'

0

, '

0

= '

0

0

kB

�3

; '

0

0

= const: : (10.2)
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10.2 Exakte L

�

osungen f

�

ur die Robertson-Walker-Metrik

Wie schon beim Einsteinschen System kann man f

�

ur dieses Di�erentialgleichungs-System keine

analytischen L

�

osungen angeben. Daher sollen zun

�

achst die L

�

osungen f

�

ur die Robertson-Walker-

Metrik vorgestellt werden, die sp

�

ater zu Vergleichszwecken n

�

utzlich sind.

10.2 Exakte L

�

osungen f

�

ur die Robertson-Walker-Metrik

Wenn die Materie in Form von Strahlung vorliegt (m = 0), hat die Robertson-Walker-Metrik

mit Skalenparameter R in der Brans-Dicke-Theorie die L

�

osung [39]
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K
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2

3
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1

2
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0

0
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0

0

:= '

0

(t

0

) :

Man kann also R und ' nicht explizit als Funktion von t angeben, da man die Integration

t = '

�

1

2

�

K

1

q+1

2

Z

�

0

~�

1�q

2

(~� +

K

2

K

1

)

1+q

2

d~�

durchf

�

uhren und dann nach � au


�

osen m

�

u�te.

F

�

ur � �

K

2

K

1

und ! � 1 ist dieses aber n

�

aherungsweise m

�

oglich, da man dann wegen jqj � 1 im

obigen Integral

K

2

K

1

gegen

�

uber � vernachl

�

assigen kann. Das Ergebnis ist

t =
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2

'

�

1

2

�

K

1

q+1

2

�
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+ t

�
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= const:) und somit

R(t) =

p

2'

�

1

4

�

K

1

q+1

4

p
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�
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�
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= const: :

Das System entspricht also f

�

ur gro�e Zeiten der Friedmann-L

�

osung.

Das Staub-Universum mit P = 0 hat die L

�

osung [4]
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t
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q
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r
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q := 2
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Wenn ! � 1 ist, gilt o�ensichtlich n

�

aherungsweise

R = R

0

(

t

t

0

)

2

3

' = '

0

= const: ;

was der Zeitentwicklung der Friedmann-L

�

osung entspricht.

Die Tatsache, da� das Brans-Dicke-System f

�

ur gro�e Zeiten in das Einsteinsche

�

ubergeht, wird

sich (mit gewissen Einschr

�

ankungen) auch f

�

ur die in dieser Arbeit betrachtete Metrik ergeben.
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�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

10.3 Asymptotisches Verhalten und N

�

aherungsl

�

osungen

Wegen der vielen freien Parametern ist es f

�

ur die Untersuchung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

noch wichtiger als im Einsteinschen Fall, die qualitativen Eigenschaften der L

�

osungen und den

Ein
u� der Parameter direkt den Feldgleichungen zu entnehmen. Die so gewonnenen Aussagen

m

�

ussen dann durch die numerische Simulation

�

uberpr

�

uft und konkretisiert werden.

Die wichtigste Erkenntnis, die nat

�

urlich erst bei der Besprechung der Ergebnisse der numerischen

Simulation dokumentiert werden kann, ist dabei die Tatsache, da� alle L

�

osungen asymptotisch

den Zeitverlauf der im vorigen Kapitel besprochenen L

�

osungen des Einsteinschen Systems an-

nehmen. Dabei geht ' gegen einen konstanten Wert. Insbesondere strebt k(t) einem konstanten

Wert zu, der im Fall m = 0 gleich 1 ist, und die Expansion ist durch

e

�

� (t� t

�

)

1

2

(m = 0) ; e

�

� (t� t

�

)

2

3

(m� T

C

)

gekennzeichnet. Dabei ergeben sich allerdings i.a. andere Proportionalit

�

atskonstanten als im

Einsteinschen System. Im Fall m 6= 0 ist dieses Resultat in Strenge nur f

�

ur den in dieser Arbeit

betrachteten Zeitbereich g

�

ultig.

10.3.1 Eigenschaften f

�

ur m = 0

F

�

ur den Fall m = 0 kann man sofort einsehen, da� das oben angesprochene Verhalten mit

den Feldgleichungen konsistent ist. Der Entwicklungsgleichung (10.2) f

�

ur ' kann man n

�

amlich

entnehmen, da� j'
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�

ur gro�e Zeiten vernachl

�

assigen und erh

�

alt

k

0

=

1

2

k

B

B

0

 

�

�

'

E

T

00

+ 3

B

02

B

2

!

B

00

= �

1

2

B

 

B

02

B

2

+

�

'

E

T

1

1

!

:

Dieses System gleicht dem Einsteinschen mit dem einzigen Unterschied, da� die Gr

�

o�en �T

00

und �T

1

1

mit dem konstanten Faktor

1

'

E

versehen sind. Man kann daher den Zeitverlauf

e

�

= (

4�

3

1

'

E

�

0

)

1

4

(t� t

�

)

1

2

erwarten. Die N

�

aherungsl

�

osung (9.4) m

�

u�te den Verlauf von k(t) sogar unver

�

andert beschrei-

ben k

�

onnen, da die rechte Seite von Gleichung (9.3) f

�

ur � � 1 auch hier gleich

�

'

E

�

1

1

=

�

'

E

�

0

e

�4�

16

45

� = �

4

15

1

t

2

� ist.

Es ist au�erdem festzuhalten, da� sich der Wert der Kopplungskonstanten ! f

�

ur gro�e Zeiten

nur in der Gr

�

o�e von '

E

niederschl

�

agt und daher keinen Ein
u� auf den qualitativen Verlauf

der L

�

osungen hat.

10.3.2 Eigenschaften f

�

ur m 6= 0

Die Wirkung einer nichtverschwindenden Masse macht sich f

�

ur m � T

C

in einem neuen Ab-

fallverhalten von � und P derart bemerkbar, da� P gegen � vernachl

�

assigt werden kann (siehe

Unterabschnitt 8.4.2). Daher mu� nun insbesondere der Term T

a

a

= 3P � � � �� in den Feld-

gleichungen ber

�

ucksichtigt werden. Die Konsistenz mit den oben behaupteten Eigenschaften

wird hier nicht so klar festzumachen sein. Die

�

Uberlegungen in diesem Abschnitt sollen ja aber
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10.3 Asymptotisches Verhalten und N

�

aherungsl

�

osungen

auch nur die gefundenen L

�

osungen der numerischen Simulation plausibel machen und die Struk-

turierung ihrer Darstellung erleichtern. Wenn man wie oben

'

0

'

- und

'

02

'

2

- Terme gegen

�

uber

B

0

B

vernachl

�

assigen und ' = '

E

= const: annehmen kann, erh

�

alt man analog zum Fall m = 0

e

�

= (

3�

4

1

'

E

�

M

)

1

3

(t� t

�

)

2

3

:

Aus der Entwicklungsgleichung f

�

ur ' wird somit wegen � = �

M

e

�3�

'

00

= �

�

3 + 2!

T

a

a

� 3�

0

'

0

=

�

3 + 2!

�

M

(

3�

4

1

'

E

�

M

)

�1

1

t

2

� '

0

1

t

;

was

�

aquivalent ist zu

t

2

'

00

+ 2t '

0

=

4

3

'

E

1

3 + 2!

,

d

2

'

d(ln t)

2

+

d'

d(ln t)

=

4

3

'

E

1

3 + 2!

:

Die L

�

osung dieser Di�erentialgleichung ist [16]

' = C

1

+ C

2

1

t

+

4

3

'

E

1

3 + 2!

ln t

mit C

1

; C

2

= const: . O�ensichtlich ist die Aussage, da� ' einem konstanten Wert zustrebt,

nach dieser Rechnung im Grunde falsch. Allerdings wird der Term proportional zu (ln t) f

�

ur

! > 500 erst relevant, wenn (ln t) von der Gr

�

o�enordnung 10

3

ist (wenn ' und '

E

von

�

ahnlicher

Gr

�

o�enordnung sind). F

�

ur die in dieser Arbeit untersuchten Zeitbereiche bis 10

22

s spielt dieser

Term somit keine Rolle, was sich auch in der Diskussion der L

�

osungen im Abschnitt 10.7 zeigen

wird. Daher lassen sich auch hier

'

0

'

- und

'

02

'

2

- Terme gegen

�

uber

B

0

B

�

2

3

t

�1

vernachl

�

assigen,

was ja bereits ausgenutzt wurde.

In der zweiten Feldgleichung taucht der zus

�

atzliche Term T

a

a

auf:

B

00

= �

1

2

B

 

B

02

B

2

+

�

'

E

(T

1

1

�

1

3 + 2!

T

a

a

)

!

:

In den Rechnungen von Abschnitt 9.2 mu� man daher ��

1

1

durch

�

'

E

(�

1

1

+ �) ersetzen, was zu

der zu (9.5) analogen Gleichung

d

2

~

�

d�

2

+

�

9

2

�

M

�

M

e

�2�

�

9

16

�

~

� +

1

3 + 2!

= 0 :

mit

~

� = e

3

4

�

� f

�

uhrt, wie man leicht nachrechnet. Wenn man wieder den Term

9

2

�

M

�

M

e

�2�

ge-

gen

�

uber

9

16

vernachl

�

assigt, erh

�

alt man auf diese Weise

d

2

~

�

d�

2

�

9

16

~

� +

1

3 + 2!

= 0

mit der L

�

osung [16]

~

� =

16

9

1

3 + 2!

+ �

1

e

3

4

�

+ �

2

e

�

3

4

�

; �

1

; �

2

= const: :
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F

�

ur � resultiert

� = �

1

+

16

9

1

3 + 2!

e

�

3

4

�

+ �

2

e

�

3

2

�

= �

1

+ �

�

1

p

t

+ �

2

1

t

mit einer Umde�nition von �

2

und

�

�

:=

16

9

1

3 + 2!

�

3�

4

1

'

E

�

M

�

�

1

4

:

Die Aussage, da� � = lnk einem konstanten Wert zustrebt, bleibt also erhalten. Das Abfallver-

halten wird nun aber durch

�

0

=

k

0

k

= �

1

2

�

�

1

t

p

t

� �

2

1

t

2

beschrieben. Der Faktor �

�

hat dabei die zahlenm

�

a�ige Gr

�

o�e

�

�

� 5 � 10

�2

10

3

3 + 2!

'

1

4

E

(

m

10eV

)

�

1

4

p

s :

F

�

ur die in dieser Arbeit betrachteten Parametergr

�

o�en (siehe Abschnitt 10.7) spielt der neue

Term �

�

t

�

3

2

somit keine Rolle.

R

�

uckblickend kann man schlie�lich noch feststellen, da� man von den Gr

�

o�en, in die die Kopp-

lungskonstante ! eingeht, keinen Ein
u� auf den Zeitverlauf der L

�

osungen erwarten kann. Der

Wert von ! hat daher f

�

ur m� T

C

keinen Ein
u�.

10.4 Das Anfangswertproblem

Wenn man neben k, B und ' auch C = B

0

und '̂ = '

0

als unabh

�

angige Variablen betrachtet,

so da� man

B

0

= C ; '

0

= '̂

als Entwicklungsgleichungen hinzunehmen mu�, liegt mit den Gleichungen (10.1) ein System

von f

�

unf Di�erentialgleichungen erster Ordnung vor. Die Anfangswerte f

�

ur k und B liegen dabei

wegen B(t

0

) = k(t

0

) = 0 fest, w

�

ahrend B

0

(t

0

) wie in Abschnitt 9.3 beschrieben ein freier Para-

meter ist, der

�

uber k

0

(t

0

) die anf

�

angliche Anisotropie charakterisiert. Hier m

�

ussen nun au�erdem

die Werte f

�

ur ' und '

0

zum Zeitpunkt t

0

vorgegeben werden. Das gilt auch f

�

ur den Fall m = 0,

in dem die Gleichung f

�

ur '

00

integriert werden konnte, da bei der Integration eine neue Integrati-

onskonstante auftaucht. Aus physikalischen Gr

�

unden soll dabei ' � 0 angenommen werden. Als

weiteren freien Parameter mu� man hier auch dem Kopplungsparameter ! einen Wert zuweisen.

Er ist ein Ma� f

�

ur die Kopplung zwischen der Materie und dem '- Feld. Aus astronomischen

Beobachtungen kann man dabei ! � 500 schlie�en. Wie im Einsteinschen Fall sind nat

�

urlich

au�erdem noch die Paramter T

0

und m vorzugeben.

Da� man die Zeitentwicklung des Systems f

�

ur verschiedene Werte von B

0

(t

0

), '(t

0

), '

0

(t

0

), ! und

m (f

�

ur m 6= 0)

�

uberhaupt sinnvoll diskutieren kann, ist dabei keineswegs von vorneherein klar.

Wenn die L

�

osungen allein von einem oder zwei Parametern in komplizierter und emp�ndlicher

Art abh

�

angen w

�

urden, k

�

onnte man ohne zus

�

atzliche Annahmen

�

uberhaupt keine charakteristi-

schen L

�

osungen angeben. Die numerische L

�

osung des Systems w

�

are in diesem Fall gar nicht

mehr sinnvoll. Man m

�

u�te dann schon physikalische Gr

�

unde f

�

ur die Gr

�

o�e der Anfangswerte

heranziehen, was nat

�

urlich gerade f

�

ur '(t

0

), '

0

(t

0

) und ! sehr schwierig ist.

Zum Gl

�

uck tritt dieser Fall hier in dieser Sch

�

arfe nicht ein. Obwohl nur eine sehr qualitative

Diskussion m

�

oglich ist, haben die einzelnen Parameter doch einen sehr spezi�schen und von

anderen Parameterwerten unabh

�

angigen Ein
u� auf die L

�

osungen. Der Ein
u� der Masse, der

nur f

�

ur gro�e Zeiten wirksam wird, kann z.B. gut von den Brans-Dicke - spezi�schen Parametern

unterschieden werden, die f

�

ur fr

�

uhe Zeiten wichtig sind.
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10.5 Konsistenztests

10.5 Konsistenztests

Wie bei der L

�

osung der Einstein-Gleichungen soll hier ein einfacher Konsistenztest f

�

ur die nu-

merische Simulation vorgestellt werden. F

�

ur k

0

(t

0

) = 0 m

�

ussen n

�

amlich die in Abschnitt 10.2

besprochenen exakten L

�

osungen f

�

ur die Robertson-Walker-Metrik resultieren. F

�

ur die Strah-

lungsl

�

osung mu� man dabei eine numerische Integration durchf

�

uhren. Da dieses Verfahren aber

unabh

�

angig von der L

�

osung des Di�erentialgleichungssystems ist, bleibt der Wert des Konsi-

stenztests nat

�

urlich erhalten.

Das Ergebnis ist f

�

ur einige ausgew

�

ahlte Parameterwerte in dem untenstehenden Diagramm ab-

gebildet. Auch bei der L

�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen treten also (zumindest f

�

ur diese

Parameterwerte) keine sichtbaren Fehler auf.

Das gilt auch f

�

ur die

�

Aquivalenz der L

�

osungen, wenn man �

0

durch K�

0

, k

0

(t

0

) durch

p

Kk

0

(t

0

)

und '

0

(t

0

) durch

p

K'

0

(t

0

) ersetzt und zu den Zeiten t bzw. K

�

1

2

t vergleicht (siehe Abschnitt

9.3).

Eine zum Einsteinschen Fall analoge Fehlerrechnung wurde hier nicht durchgef

�

uhrt. Aufgrund

der Vielzahl an freien Parametern w

�

are eine solche Untersuchung sehr aufwendig und un

�

uber-

sichtlich. Wegen der strukturellen

�

Ahnlichkeit der Di�erentialgleichungen und der L

�

osung dieser

Gleichungen (es treten keine Unstetigkeiten oder Singularit

�

aten auf) kann man aber

�

ahnlich

kleine globale Fehler erwarten.

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

R(t) mit exakten Loesungen
[]

[s]

Phi = 0.01, Phi’ =   1 
exakt 

Phi =   1 , Phi’ = -1e3
exakt 

Phi =  1e3, Phi’ = -1e3
exakt 

Phi =  1e3, Phi’ =   1 
exakt 

Friedmann
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10. L

�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

Gerade f

�

ur fr

�

uhe Zeiten ist man bei der Untersuchung der L

�

osungen der Brans-Dicke-Feldglei-

chungen auf die Ergebnisse der numerischen Simulation angewiesen, da die in Abschnitt 10.3

vorgestellten N

�

aherungsl

�

osungen nur f

�

ur gro�e Zeiten und kleine Anisotropien n

�

utzlich sind.

Aufgrund der dort festgestellten asymptotischen Eigenschaften kann man aber gewisse typische

Werte f

�

ur die freien Parameter ausw

�

ahlen. So werden als Anfangsbedingungen f

�

ur '(t

0

) im

folgenden die Werte

'(t

0

) = 0:01 ; '(t

0

) = 1 ; '(t

0

) = 10

3

f

�

ur verschiedene '

0

(t

0

) untersucht. Wie sich herausstellt, ist der Ein
u� des Vorzeichens von

'

0

(t

0

) f

�

ur alle untersuchten Gr

�

o�en und Parameterbereiche vernachl

�

assigbar klein. Aus diesem

Grund werden mit Ausnahme der ersten Diagramme nur die L

�

osungen f

�

ur positive '

0

(t

0

) dar-

gestellt, um die Diskussion

�

ubersichtlich zu halten.

Die Abh

�

angigkeit der L

�

osungen von der durch k

0

(t

0

) spezi�zierten Anfangsanisotropie ergibt

sich analog zum Einsteinschen Fall und wird hier nicht im einzelnen untersucht. Als typische

Werte wurden

k

0

(t

0

) = +10

4

; k

0

(t

0

) = �10

2

ausgew

�

ahlt. Wie schon im vorigen Kapitel wird hier und im folgenden die Einheit s

�1

weggelas-

sen.

Wie sich zeigen wird, l

�

a�t sich der E�ekt einer ge

�

anderten Kopplungskonstanten in der Ver-

st

�

arkung bzw. Abschw

�

achung des Ein
usses von j'

0

(t

0

)j festmachen. Sofern nicht ausdr

�

ucklich

ausgezeichnet, werden die L

�

osungen f

�

ur ! = 500 gewonnen (der kleinste mit den heutigen

Beobachtungen vertr

�

agliche Wert).

Dieses scheinen starke Einschr

�

ankungen f

�

ur die Erfassung der systematischen Ein


�

usse der frei-

en Parameter zu sein. Wie bereits in Abschnitt 10.4 angedeutet l

�

a�t sich aber der Ein
u� jedes

Parameters relativ eindeutig festmachen. Daher k

�

onnen die gewonnenen Ergebnisse zwar nur

an den hier untersuchten Parameterbereichen festgemacht werden, es ergeben sich aber keine

grunds

�

atzlichen Beschr

�

ankungen der Aussagen. Au�erdem w

�

urde die Dokumentation einer syste-

matischen Untersuchung aller Parametergr

�

o�en den Rahmen dieser Arbeit bei weitem sprengen.

Wie schon im vorigen Kapitel markiert der Pfeil an der Zeitachse den Zeitpunkt 6 � 10

17

s. Die

Gr

�

o�en ' und '

0

werden in den Diagrammen durch

"

Phi\ und

"

Phi' \ bezeichnet. Au�erdem

wird bei der Angabe der Anfangsbedingungen der Zeitpunkt t

0

nicht mehr explizit vermerkt.

Zun

�

achst soll untersucht werden, welcher Zeitverlauf sich f

�

ur k ergibt. Dabei zeigen die Diagram-

me 1-3 den Ein
u� von positiven '

0

(t

0

) und die Diagramme 4-6 den von negativen. Wie man

sieht, spielt das Vorzeichen von '

0

(t

0

) tats

�

achlich eine vernachl

�

assigbare Rolle. Das wichtigste

Ergebnis besteht aber darin, da� sich k im Laufe der Zeit wie im Einsteinschen System demWert

1 n

�

ahert, so da� die Metrik asymptotisch isotrop wird. Dabei ist die Anfangsanisotropie umso

ausgepr

�

agter, je kleiner j'

0

(t

0

)j ist. Die Gr

�

o�enbereiche von j'

0

(t

0

)j, die sich in einer relevanten

Ver

�

anderung von k(t) bemerkbar machen und die daher jeweils f

�

ur die Darstellung ausgew

�

ahlt

wurden, sind dabei von der Gr

�

o�e von '(t

0

) und k

0

(t

0

) abh

�

angig (in den Feldgleichungen taucht

'

0

ja auch nur in dem Term

'

0

'

auf).

Die Abh

�

angigkeit vom Kopplungsparameter ! wird in den Diagrammen 7-9 illustriert. Dabei

wurden relativ gro�e Werte f

�

ur '

0

(t

0

) gew

�

ahlt, um den Ein
u� deutlicher zu machen. Der Kopp-

lungsparameter geht n

�

amlich nur

�

uber

!

2

(

'

0

'

)

2

in die Feldgleichungen ein. Wie zu erwarten war,

hat ein ge

�

anderter Wert von ! den gleichen E�ekt wie ein anderes '

0

(t

0

).
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 0.01 und positive Phi’
[]

[s]

k’ = +1e4,  Einstein  
           Phi’ =   0 
           Phi’ =  10 
           Phi’ = 1e2 
k’ = -1e2, Phi’ =   1 
           Phi’ =  0.1
           Phi’ =   0 
            Einstein  

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 1 und positive Phi’
[]

[s]

k’ = +1e4,  Einstein 
           Phi’ = 1e2
           Phi’ = 1e3
k’ = -1e2, Phi’ = 1e2
           Phi’ =  10
           Phi’ =   1
            Einstein 

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 1e3 und positive Phi’
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ =  0 
           Phi’ = 1e5
           Phi’ = 1e6
            Einstein 
k’ = -1e2,  Einstein 
           Phi’ = 1e4
           Phi’ = 1e3
           Phi’ =  0 

Diagramme 1-3

95



10. L

�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 0.01 und negative Phi’
[]

[s]

k’ = +1e4,   Einstein  
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           Phi’ =  -10 
           Phi’ = -1e2 
k’ = -1e2, Phi’ =   -1 
           Phi’ =  -0.1
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k(t) fuer Phi = 1 und negative Phi’
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[s]

k’ = +1e4,  Einstein  
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           Phi’ = -1e3
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           Phi’ =  -10
           Phi’ =   -1
            Einstein  

1e-08
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1e-02

1

1e+02

1e+04
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1e+08
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k(t) fuer Phi = 1e3 und negative Phi’
[]

[s]
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           Phi’ = -1e5
           Phi’ = -1e6
            Einstein  
k’ = -1e2,  Einstein  
           Phi’ = -1e4
           Phi’ = -1e3
           Phi’ =   0 

Diagramme 4-6
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�

ur m = 0

1e-08

1e-06

1e-04
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1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 0.01 und versch. w
[]

[s]
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                       w = 500
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k’ = -1e2, Phi’ = 0.1, w = 1e4
                       w = 500
                       w = 100

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 1 und versch. w
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ = 1e3, w = 100
                       w = 500
                       w = 1e4
k’ = -1e2, Phi’ =  10, w = 1e4
                       w = 500
                       w = 100

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer Phi = 1e3 und versch. w
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ = 1e6, w = 100
                       w = 500
                       w = 1e4
k’ = -1e2, Phi’ = 1e4, w = 1e4
                       w = 500
                       w = 100

Diagramme 7-9
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�
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Die

�

Ubereinstimmung mit der N

�

aherungsl

�

osung (9.4) soll hier nur an zwei typischen F

�

allen

demonstriert werden:

0.3

0.5

0.7

1

1.3

1.6

1e+13 1e+15 1e+17 1e+19 1e+21

k(t) fuer k’ = +1e4, Phi = 1, Phi’ = 1e3[]

[s]

k(t)  
Naeherung

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.4

1.8

1e+11 1e+13 1e+15 1e+17 1e+19 1e+21

k(t) fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 1[]

[s]

k(t)  
Naeherung

Diagramme 10,11
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

Die zeitlichen Verl

�

aufe der Metrikfunktionen A und B zeigen f

�

ur fr

�

uhe Zeiten einige interes-

sante Eigenschaften, die beim Einsteinschen System nicht auftreten und auch nicht durch die

�

Uberlegungen in Abschnitt 10.3 eingefangen werden. Bei der Darstellung wurden zus

�

atzlich

die Zeitverl

�

aufe der Friedmann-L

�

osung (�

p

t� t

�

) und der Brans-Dicke-L

�

osung f

�

ur verschwin-

dene Anfangsanisotropie eingezeichnet (letztere konnten unabh

�

angig mit Hilfe der Ergebnisse

von Abschnitt 10.2 gewonnen werden). Die Diagramme 12-15 zeigen zun

�

achst den Verlauf f

�

ur

'(t

0

) = 0:01 und jeweils zwei verschiedene Werte von '

0

(t

0

).

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 0.01, Phi’ = 0
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 0.01, Phi’ = 10
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

Diagramme 12,13
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�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0.1
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

Diagramme 14,15

Abgesehen von dem starken anf

�

anglichen Anstieg von R(t) ist dabei vor allem der Verlauf von

A(t) und B(t) f

�

ur k

0

(t

0

) = +10

4

bzw. k

0

(t

0

) = �10

2

und '

0

(t

0

) 6= 0 au�

�

allig. Im Gegensatz

zum Einsteinschen System steigen sie n

�

amlich zun

�

achst stark an, um dann eine gewisse Zeitlang

fast konstant zu bleiben (k

0

(t

0

) = +10

4

) bzw. nur schwach anzusteigen (k

0

(t

0

) = �10

2

). Dieses

Ph

�

anomen zeigt sich auch f

�

ur '(t

0

) = 1 in den Diagrammen 16-19 und f

�

ur '(t

0

) = 10

3

in den

Diagrammen 20-23. F

�

ur '(t

0

) = 10

3

und kleine '

0

(t

0

) zeigt die durch R beschriebene L

�

osung

mit verschwindender Anfangsanisotropie au�erdem ein anderes Verhalten als bei den anderen

Parameterbereichen. Hier bleibt R zun

�

achst konstant und expandiert dann mit der gleichen

Zeitentwicklung �

p

t� t

�

wie die Friedmann-L

�

osung.
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1, Phi’ = 1e2
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1, Phi’ = 1e3
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 1
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

Diagramme 16-18
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1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 10
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1e3, Phi’ = 0
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1e3, Phi’ = 1e6
[]

[s]

B(t)    
A(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

Diagramme 19-21
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 1e4
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), k’= 0
Friedmann 

Diagramme 22,23

In den Diagrammen 24-29 wird der Ein
u� der Kopplungskonstante ! illustriert. Auch hier

gleicht er dem eines ge

�

anderten '

0

(t

0

) - Wertes. Qualitativ neue Zeitverl

�

aufe ergeben sich nicht.

Aus dem Verlauf der Hubble-Parameter lassen sich keine neuen Informationen gewinnen, er ist

bereits grunds

�

atzlich aus den Diagrammen 12-23 ablesbar und wird hier daher nicht dargestellt.
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�
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0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 0.01, Phi’ = 10, w = 1e2/1e4
[]

[s]

B(t), w = 1e2
      w = 1e4
A(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1, Phi’ = 1e3, w = 1e2/1e4
[]

[s]

B(t), w = 1e2
      w = 1e4
A(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, Phi = 1e3, Phi’ = 1e6, w = 1e2/1e4
[]

[s]

B(t), w = 1e2
      w = 1e4
A(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

Diagramme 24-26
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0.1, w = 1e2/1e4
[]

[s]

A(t), w = 1e2
      w = 1e4
B(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 10, w = 1e2/1e4
[]

[s]

A(t), w = 1e2
      w = 1e4
B(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 1e4, w = 1e2/1e4
[]

[s]

A(t), w = 1e2
      w = 1e4
B(t), w = 1e4
      w = 1e2
Friedmann  

Diagramme 27-29
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10. L

�

osung der Brans-Dicke-Feldgleichungen

Die Zeitverl

�

aufe von D(lnT ) und vom Anisotropieparameter sind hier ganz analog zum Ein-

steinschen System, da k(t) auch hier durch die N

�

aherungsl

�

osung (9.4) beschrieben wird (siehe

Diagramme 10 und 11). Auf ihre Darstellung wurde daher verzichtet.

Ein interessantes Ph

�

anomen kann man dem Verlauf von e

�

= (AB

2

)

1

3

in den Diagrammen 30-35

entnehmen. Ein gro�er Wert von '

0

(t

0

) f

�

uhrt n

�

amlich zun

�

achst zu einer st

�

arkeren Expansion,

dann kehrt sich der E�ekt um und f

�

ur gro�e Zeiten ist e

�

f

�

ur kleine '

0

(t

0

) gr

�

o�er. Die Unter-

schiede sind dabei aber nur minimal.

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = +1e4, Phi = 0.01
[]

[s]

Phi’ = 1e2
        10
         1
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = +1e4, Phi = 1
[]

[s]

Phi’ = 1e3
       1e2
        10
Friedmann 

Diagramme 30,31
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10.6 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m = 0

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = +1e4, Phi = 1e3
[]

[s]

Phi’ = 1e6
       1e5
       1e4
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01
[]

[s]

Phi’ =  10 
         1 
        0.1
Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = -1e2, Phi = 1
[]

[s]

Phi’ = 1e2
        10
         1
Friedmann 

Diagramme 32-34
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1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

(A B^2)^1/3 fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3
[]

[s]

Phi’ = 1e4
       1e3
        10
Friedmann 

Diagramm 35

10.7 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0

Eine nichtverschwindende Masse macht sich f

�

ur m � T

C

bemerkbar. Der Zeitverlauf f

�

ur fr

�

uhe

Zeiten ist daher mit dem f

�

ur m = 0 identisch und wird nicht noch einmal dargestellt.

Nach den Untersuchungen in Abschnitt 10.3 kann man erwarten, da� k(t) einen konstanten

Verlauf nimmt, wenn die Masse wirksam wird. Tats

�

achlich kann man dieses in den Diagrammen

36-38 beobachten.

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer m = 10 eV, Phi = 0.01
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ =   0 
           Phi’ =  10 
           Phi’ = -10 
k’ = -1e2, Phi’ =  0.1
           Phi’ = -0.1
           Phi’ =   0 

Diagramm 36
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10.7 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer m = 10 eV, Phi = 1
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ =  1e2
           Phi’ =  1e3
           Phi’ = -1e3
k’ = -1e2, Phi’ =   10
           Phi’ =  -10
           Phi’ =    1

1e-08

1e-06

1e-04

1e-02

1

1e+02

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

k(t) fuer m = 10 eV, Phi = 1e3
[]

[s]

k’ = +1e4, Phi’ =  1e3
           Phi’ = -1e6
           Phi’ =  1e6
k’ = -1e2, Phi’ =  1e4
           Phi’ = -1e4
           Phi’ =  1e3

Diagramme 37,38

Die Zeitverl

�

aufe von A und B werden in den Diagrammen 39-44 f

�

ur einige typische Parameter-

werte illustriert. Sie zeigen vor allem die ge

�

anderte Zeitentwicklung � (t � t

�

)

2

3

f

�

ur m � T

C

.

F

�

ur fr

�

uhe Zeiten ergeben sich aber keine

�

Anderungen zum Fall m = 0.

Der genaue Verlauf des Abfalls der Anisotropie ist anschlie�end in den Diagrammen 45-50 dar-

gestellt. Die Gr

�

o�e der Masse legt dabei erwartungsgem

�

a� lediglich den Zeitpunkt fest, an dem

die Masse sp

�

urbar wird. Hier taucht wieder das Problem auf, da� aufgrund von Rundungs-

fehlern nicht alle L

�

osungen bis 10

22

s verfolgt werden k

�

onnen. Man kann au�erdem sehen, da�

alle L

�

osungen das gleiche Abfallverhalten haben, wobei die

�

Ubereinstimmung mit dem Verlauf

� t

�2

(siehe Abschnitt 10.3) f

�

ur einige typische Parameterwerte in den Diagrammen 51 und 52

demonstriert wird.
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0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, m = 10 eV, Phi = 0.01, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, m = 10 eV, Phi = 1, Phi’ = 1e2
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

0.01

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = +1e4, m = 10 eV, Phi = 1e3, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

Diagramme 39-41
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�

ur m 6= 0

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, m = 10 eV, Phi = 0.01, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, m = 10 eV, Phi = 1, Phi’ = 1
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

1

100

1e+04

1e+06

1e+08

1e+10

1e+12

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

A und B fuer k’ = -1e2, m = 10 eV, Phi = 1e3, Phi’ = 0
[]

[s]

A(t)    
B(t)    

R(t), m = 0, k’= 0
R(t), Staub, k’= 0

Friedmann 

Diagramme 42-44
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1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = +1e4, Phi = 0.01, Phi’ = 0 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = +1e4, Phi = 1, Phi’ = 1e2 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = +1e4, Phi = 1e3, Phi’ = 0 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

Diagramme 45-47
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�

ur m 6= 0

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = -1e2, Phi = 0.01, Phi’ = 0 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = -1e2, Phi = 1, Phi’ = 1 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04

0.01

1

100

10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = -1e2, Phi = 1e3, Phi’ = 0 und versch. m[]

[s]

m = 0.01 eV
m =   1  eV
m =  10  eV
m = 100  eV

Diagramme 48-50
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10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = +1e4 mit Vergleichsloesungen[]

[s]

Phi =  1e3, Phi’ =  0 , m = 1e2 eV
C1 / t^2 

Phi = 0.01, Phi’ =  0 , m =   1 eV
C2 / t^2 

Phi =   1 , Phi’ = 1e2, m =  10 eV
C3 / t^2 

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

1e-04
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1
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10 1e+5 1e+10 1e+15 1e+20

AP fuer k’ = -1e2 mit Vergleichsloesungen[]

[s]

Phi =  1e3, Phi’ =  0, m = 1e2 eV
C1 / t^2 

Phi =   1 , Phi’ =  1, m =  10 eV
Phi = 0.01, Phi’ =  0, m =   1 eV

C2 / t^2 

Diagramme 51,52
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10.7 Der zeitliche Verlauf f

�

ur m 6= 0

Zusammenfassung der Zeitverl

�

aufe

Nach den Ergebnissen der beiden letzten Kapitel kann man die Zeitentwicklung der in dieser

Arbeit betrachteten L

�

osungen der Einsteinschen und der Brans-Dicke-Feldgleichungen durch die

untenstehenden Grundaussagen charakterisieren. Wie am Anfang von Abschnitt 9.5 angespro-

chen w

�

are eine Diskussion der genauen Zahlenwerte der beschriebenen Gr

�

o�en wenig sinnvoll.

� F

�

ur gro�e Zeiten geht e

�

= (AB

2

)

1

3

in den Zeitverlauf der Friedmann-L

�

osung

e

�

�

p

t� t

�

e

�

� (t� t

�

)

2

3

�

uber. In der Einstein-Theorie ergibt sich f

�

ur m = 0 au�erdem die gleiche Proportiona-

lit

�

atskonstante (

4�

3

�

0

)

1

4

wie bei der Friedmann-L

�

osung.

F

�

ur fr

�

uhe Zeiten kommt es zun

�

achst zu einem

�

uberm

�

a�ig starken Anstieg von e

�

, der umso

gr

�

o�er ist, je gr

�

o�er die Anfangsanisotropie gew

�

ahlt wurde. Der E�ekt ist allerdings nicht

sehr gro�.

� Die Gr

�

o�e k =

B

A

strebt f

�

ur gro�e Zeiten einem konstanten Wert zu. Im Fall m = 0

ist dieser Wert gleich 1, so da� die Metrik asymptotisch eine euklidische Form annimmt.

Abh

�

angig von der Wahl der Anfangsanisotropie kann k aber f

�

ur fr

�

uhe Zeiten zun

�

achst auf

sehr gro�e Werte ansteigen (k

0

(t

0

) > 0) oder sehr kleine Werte abfallen (k

0

(t

0

) < 0).

� Die durch k spezi�zierte Temperaturanisotropie f

�

allt nach dem anf

�

anglichen Anstieg in

den ersten Sekundenbruchteilen f

�

ur m = 0 im Laufe der Zeit auf sehr kleine Werte ab.

Dabei h

�

angt der heutige Wert aber stark von der Gr

�

o�e der gew

�

ahlten Anfangsanisotropie

ab. F

�

ur m 6= 0 bleibt die Temperaturanisotropie f

�

ur m � T

C

konstant und hat daher

heute im Vergleich zum Fall m = 0 einen wesentlich gr

�

o�eren Wert.

� Auch der Anisotropieparameter zeigt einen abfallenden Verlauf. F

�

ur m 6= 0 ist der Abfall

sogar st

�

arker als f

�

ur m = 0.

� Die in der Brans-Dicke-Theorie auftretenden Parameter '(t

0

), '

0

(t

0

) und ! beein
ussen

in erster Linie die Gr

�

o�e der Anfangsanisotropie und f

�

uhren nur f

�

ur kleine Zeiten zu kom-

plizierteren Zeitverl

�

aufen. Sie bestimmen aber die Gr

�

o�e der Proportionalit

�

atskonstante

von e

�

.
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Zusammenfassung und Ausblick

Abschlie�end sollen die grundlegenden Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefa�t werden.

In Teil I wurde zun

�

achst die Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs (EGS) in einer etwas ad

�

aqua-

ter scheinenden Darstellung vorgestellt. Dann wurde ihre m

�

ogliche Verallgemeinerung auf

�

au�ere

Felder untersucht. Im Fall des elektromagnetischen Feldes k

�

onnen zwar viele Folgerungen aus

der Liouville-Gleichung aufrecht erhalten werden (f

�

ur den Fall, da� die Teilchen eine nichtver-

schwindene Ruhemasse haben, wurde dieses schon in [35] gezeigt), die Feldgleichungen lie�en

sich aber nicht wie in EGS vereinfachen. Das gilt auch f

�

ur die L

�

osungen der Brans-Dicke-Theorie,

die der Einsteinschen Theorie mit einem

�

au�erem Skalarfeld entspricht. F

�

ur den Fall eines (in

Abschnitt 6.2 spezi�zierten) Skalarfeldes konnte aber in dieser Arbeit unter gewissen Vorausset-

zungen eine zu EGS analoge Argumentation durchgef

�

uhrt werden. In einem Unterfall resultierte

die Robertson-Walker-Metrik mit einer ver

�

anderten Zeitentwicklung. Wenn man eine direkte

Kopplung des Skalarfeldes an die Materie erlaubt, lie�en sich analoge Ergebnisse nur unter sehr

starken Annahmen gewinnen.

Auch wenn eine grundlegende Verallgemeinerung der Arbeit von EGS (z.B. auf andere Eigen-

schaften der Verteilungsfunktion) sehr schwierig ist, konnte somit in dieser Arbeit gezeigt werden,

in welchem Rahmen die bisher noch nicht durchgef

�

uhrte Verallgemeinerung auf

�

au�ere Felder

m

�

oglich ist.

Inhalt von Teil II war die Untersuchung der zeitlichen Entwicklung der axialsymmetrischen

Bianchi I - Metrik ds

2

= �dt

2

+A(t)

2

dx

2

+B(t)

2

(dy

2

+ dz

2

) als L

�

osung der Einsteinschen und

der Brans-Dicke-Feldgleichungen. Der Energie-Impuls-Tensor wurde im Rahmen der Kinetischen

Theorie durch eine Integration

�

uber die Verteilungsfunktion gewonnen. Diese leitete sich aus der

Forderung ab, da� sie die Liouville-Gleichung erf

�

ullt und von den Raumzeitsymmetrien der

Metrik invariant gelassen wird. Auch f

�

ur die (richtungsabh

�

angige) Temperatur der Teilchen lie�

sich so ein Ausdruck gewinnen. F

�

ur die Feldgleichungen konnten nur N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur

kleine Anisotropien angegeben werden.

Diese Ausf

�

uhrungen waren schon vor dieser Arbeit bekannt ([24], [33]). Eine ausf

�

uhrliche Dis-

kussion der Zeitverl

�

aufe unter Einbeziehung des Falls m 6= 0 wurde aber bisher anscheinend

noch nicht vorgenommen. Die N

�

aherungsl

�

osungen f

�

ur die Einsteinschen Feldgleichungen konn-

ten au�erdem unter gewissen Einschr

�

ankungen auf die Brans-Dicke-Feldgleichungen

�

ubertragen

werden. Hauptinhalt dieser Arbeit war aber die (m

�

oglichst vollst

�

andige) Diskussion der L

�

osungen

der Feldgleichungen mit Hilfe einer numerischen Simulation auf dem Computer. Diese L

�

osungen

charakterisieren ganz allgemein die Zeitentwicklung eines Fermionen- oder Bosonengases und

sind nicht auf das in [24] und [33] betrachtete Neutrinogas beschr

�

ankt.

Dabei wurden in dieser Arbeit die folgenden grundlegenden Eigenschaften gefunden: Der Zeit-

verlauf des

"

Gesamtskalenparameters\ (AB

2

)

1

3

gleicht f

�

ur gro�e Zeiten unter gewissen Ein-

schr

�

ankungen dem der Friedmann-L

�

osung. Die Anfangsanisotropie in Form der Temperaturani-

sotropie und des Anisotropieparameters klingt f

�

ur ruhemasselose Teilchen schnell ab. F

�

ur m 6= 0

gilt dies nur f

�

ur den Anisotropieparameter. Die Temperaturanisotropie bleibt in diesem Fall

selbst f

�

ur kleine Massen sehr gro�. Der heutige Wert dieser Gr

�

o�en h

�

angt stark von der Gr

�

o�e

der Anfangsanisotropie ab. F

�

ur fr

�

uhe Zeiten k

�

onnen sich (auch f

�

ur eine Kopplungskonstante

! > 500 !) gro�e Unterschiede zwischen dem Einsteinschen und dem Brans-Dicke-System erge-
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ben.

Die Brans-Dicke-Feldgleichungen wurden bisher in diesem Rahmen anscheinend

�

uberhaupt noch

nicht untersucht. Insbesondere die in dieser Arbeit gefundene Tatsache, da� ihre L

�

osungen viele

Charakteristika mit den L

�

osungen der Einsteinschen Feldgleichungen teilen, z.B. den

�

Ubergang

in das Friedmann-Modell (mit gewissen Einschr

�

ankungen), ist dabei ein sehr interessantes Er-

gebnis.

Nat

�

urlich kann das hier untersuchte System nicht als ein realistisches kosmologisches Modell

dienen. Der Ein
u� anderer Teilchen wurde ebensowenig betrachtet wie z.B. Viskosit

�

ats-E�ekte.

Die festgestellten Eigenschaften geben aber zu der Ho�nung Anla�, da� das untersuchte System

im Rahmen eines umfassenderen Modells, in dem sicherlich auch L

�

osungen der Boltzmann-

Gleichung betrachtet werden m

�

ussen, Anwendung �nden kann.

Die hier behandelten Themen werfen au�erdem einige interessante Fragen auf, die abschlie�end

formuliert werden sollen:

� Gibt es zu der Arbeit von Ehlers, Geren und Sachs analoge Resultate, mit denen man die

Form der Metrik aus der Verteilungsfunktion ableiten k

�

onnte? W

�

are eine solche Ableitung

eindeutig, d.h. w

�

urde die Form der Verteilungsfunktion auch aus der Wahl der Metrik

folgen?

� Welche exakten L

�

osungen der gekoppelten Einstein-Liouville-Gleichungen gibt es ? K

�

onnen

sie ein neues Licht auf derzeitige Probleme der Kosmologie werfen?

� Kann die Brans-Dicke-Theorie ein ebenso konsistentes Bild f

�

ur das Universum liefern wie

die Einsteinsche Theorie? L

�

a�t sich aufgrund von kosmologischen Beobachtungen eine

Entscheidung zwischen diesen Theorien f

�

allen?

� Ein Resultat dieser Arbeit war die starke Abh

�

angigkeit der Temperaturanisotropie von der

Gr

�

o�e der Ruhemasse der Teilchen. Daher wird man zu der folgenden Spekulation gef

�

uhrt:

K

�

onnte man durch eine Vermessung der Neutrino-Hintergrundstrahlung Aussagen

�

uber die

Ruhemasse dieser Teilchen tre�en?

Dabei sollte aber nicht vergessen werden, da� sich die Kosmologie erst in j

�

ungerer Zeit als

physikalische Theorie etabliert hat und da� schon oft sicher geglaubte Erkenntnisse einem neuen

Bild des Universums weichen mu�ten.
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A. Spezielle Kapitel

A.1 Der kovariante Lagrange-Formalismus

Die Ausf

�

uhrungen in diesem Abschnitt entstammen [32] und [26].

In der ART ergibt sich das Wirkungsintegral I durch eine Integration

�

uber eine Raumzeitregion


 aus der Lagrange-Dichte L:

I =

Z




L dx

0123

:

Dabei kann L von der Metrik und von Materiefeldern abh

�

angen. Um einen kovarianten Ausdruck

zu erhalten, mu� L ein Produkt aus einem Skalar L und

p

�g sein (

p

�g dx

0123

ist ein invariantes

Volumenelement).

Nun soll versucht werden, die Einsteinschen Feldgleichungen aus einer m

�

oglichst einfachen Form

f

�

ur L durch eine Variation bzgl. der Metrik abzuleiten. Das Hamiltonsche Prinzip fordert

�I = �

Z




L

p

�g dx

0123

= 0

mit g

ab

als dynamischer Variable. Die Variationen �g

ab

und �g

ab;c

sollen auf dem Rand von 


verschwinden.

Dabei liegt es nahe, L als Summe aus einem Term L

M

, der die Materie spezi�ziert, und einem

Skalar L

g

zu schreiben, der das reine Gravitationsfeld beschreibt und im Gegensatz zu L

M

die ersten und zweiten Ableitungen der Metrik enth

�

alt. Dieser Annahme liegt das Prinzip der

minimalen Kopplung zugrunde. Als einfachste M

�

oglichkeit f

�

ur L

g

bietet sich der Ricci-Skalar R

an. Somit kann man dem Variationsprinzip die Form

�

Z




(

1

2

R+ �L

M

)

p

�g dx

0123

= 0

geben, wobei � eine Kopplungskonstante ist und der Faktor

1

2

nur aus Konventionsgr

�

unden

aufgenommen wurde.

Tats

�

achlich liefert die etwas l

�

angliche Durchf

�

uhrung der Variation (z.B. [32]) die Einsteinschen

Feldgleichungen

R

ab

�

1

2

Rg

ab

= �T

ab

;

wenn man

T

ab

:=

2

p

�g

�(

p

�g L

M

)

�g

ab

= g

ab

L

M

+ 2

�L

M

�g

ab

(A.1)

als den Energie-Impuls-Tensor der Materie identi�ziert. Dabei ist

�F

�g

ab

:=

@F

@g

ab

+

 

@F

@g

ab;c

!

;c

:

Wenn L

M

neben dem Weltlinienvektorfeld u

a

, das die

�

ubliche Materie spezi�ziert, von einem

Materiefeld ' und dessen Ableitung '

;a

abh

�

angt, liefert das Variationsprinzip au�erdem die
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A.2 Die Brans-Dicke-Theorie

Entwicklungsgleichung

@L

@'

�

 

@L

@'

;a

!

;a

= 0 (A.2)

f

�

ur '.

Ein elektromagnetisches Feld ist z.B. durch den zus

�

atzlichen Lagrange-Dichten-Anteil

L

(el)

M

= �

1

4

F

ab

F

ab

+ eA

a

u

a

gekennzeichnet, der zu dem Energie-Impuls-Tensor

T

ab

(el)

= F

ac

F

b

c

�

1

4

g

ab

F

cd

F

cd

und der Gleichung

F

ab

;b

= e u

a

f

�

uhrt.

A.2 Die Brans-Dicke-Theorie

Im Jahre 1961 formulierten Brans und Dicke [4] eine Gravitationstheorie, die die Einsteinsche

Theorie verallgemeinern und dem Machschen Prinzip Rechnung tragen sollte. Dises Prinzip sieht

die Beschleunigung bez

�

uglich der gro�r

�

aumigen Massenverteilung des Universums als Grund

der Massentr

�

agheit an

1

. Auch die Massen der Elementarteilchen m

�

u�ten so Ausdruck einer

Wechselwirkung mit einem

"

kosmischen Feld\ sein. Da man experimentell nur das Produkt aus

Masse und Gravitationskonstante G messen kann, erh

�

alt man als

�

aquivalente Schlu�folgerung,

da� G nicht konstant ist, sondern von einem Skalarfeld ' abh

�

angt, das mit der gro�r

�

aumigen

Massenverteilung gekoppelt ist.

Die einfachste kovariante Entwicklungsgleichung f

�

ur ein solches Skalarfeld ist

2' := '

;a

;a

= ��T

a

a

mit einer dimensionslosen Kopplungskonstanten �. Au�erdem nahmen Brans und Dicke aufgrund

von Gr

�

o�enabsch

�

atzungen das Gesetz G = '

�1

an, was zu der Feldgleichung

G

ab

=

�

'

(T

ab

+ T

ab

'

)

f

�

uhrt. Neben dem

�

ublichenMaterie - Energie-Impuls-Tensor T

ab

taucht hier ein von ' abh

�

angiger

Term T

ab

'

auf.

In die Bewegungsgleichungen soll das Skalarfeld allerdings nicht eingehen, die Materie ist daher

nur indirekt (

�

uber die Feldgleichungen) mit ' gekoppelt, und es gilt weiterhin

T

ab

;b

= 0 :

Aufgrund der Bianchi-Identit

�

at G

ab

;b

= 0 mu� daher G

ab

'

;b

= �T

ab

'

;b

sein. Der allgemeinste

symmetrische Tensor, der ', '

;a

und '

;a

;b

in h

�

ochstens quadratischer Ordnung enth

�

alt und

diese Gleichung erf

�

ullt, ist [38]

T

ab

'

=

!

�'

('

;a

'

;b

�

1

2

g

ab

'

;c

'

;c

) +

1

�'

('

;a;b

� g

ab

2')

1

Tats

�

achlich ist die Brans-Dicke-Theorie nicht mit allen Ideen des Machschen Prinzip in

�

Ubereinstimmung (z.B.

[14]).
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A. Spezielle Kapitel

mit dem von nun an benutzten Kopplungsparameter

! :=

1

�

�

3

2

:

Insgesamt erh

�

alt man also das folgende System von Di�erentialgleichungen:

G

ab

=

�

'

T

ab

+

!

'

('

;a

'

;b

�

1

2

g

ab

'

;c

'

;c

) +

1

'

('

;a;b

� g

ab

2')

2' =

�

3 + 2!

T

a

a

:

Unter geeigneten Randbedingungen geht dieses System f

�

ur ! !1 in die Einsteinsche Theorie

�

uber.

Man kann die Brans-Dicke-Theorie auch aus der Lagrange-Funktion

L =

p

�g

'

2�

(R�

!

'

2

g

ab

'

;a

'

;b

) +

p

�g L

M

ableiten, wobei L

M

der

�

ubliche von ' unabh

�

angige Materieterm ist.

A.3 Konsistenz mit den Raumzeit-Symmetrien

Hier soll eine Methode vorgestellt werden, wie man eine L

�

osung der Liouville-Gleichung kon-

struieren kann, die mit den Symmetrien der Raumzeit vertr

�

aglich ist. Sie wurde [7] entnommen.

Wie in Abschnitt 1.3 beschrieben ist y

A

:= �

a

(A)

p

a

eine mit dem Killing-Vektor �

a

(A)

verkn

�

upfte

Erhaltungsgr

�

o�e, d.h. es gilt

d

ds

y

A

= 0. Dabei soll A die r Killing-Vektoren der Metrik durch-

nummerieren. Daraus folgt, da�

f = f(y

1

; :::; y

r

)

eine L

�

osung der Liouville-Gleichung

d

ds

f = 0 ist.

Der entscheidende Punkt ist nun die Forderung, da� nicht nur die Metrik, sondern auch die

Verteilungsfunktion f unter der (in�nitesimalen) Transformation x

a

= x

a

+ � �

a

(x

b

) invariant

sein soll. Wegen p

a

=

d

ds

x

a

= p

a

+ � �

a

;b

p

b

gilt aber

f(x

a

; p

a

) = f(x

a

; p

a

) + f

;a

(��) �

a

+

@f

@p

a

(��) �

a

;b

p

b

+O(�

2

) ;

so da� die Forderung f(x

a

; p

a

) = f(x

a

; p

a

) (unter Vernachl

�

assigung von �

2

-Termen) zu

f

;a

�

a

+

@f

@p

a

�

a

;b

p

b

= 0

f

�

uhrt. Diese Gleichung mu� f

�

ur jeden der r Killing-Vektoren erf

�

ullt sein. Wie man leicht nach-

rechnet, liefert das Einsetzen von f = f(y

1

; :::; y

r

) die Gleichung

@f

@y

A

(�

a

(A)

�

(B)

b;a

� �

a

(B)

�

(A)

b;a

) p

b

= 0 ; B = 1; :::; r :

Mit den in Abschnitt 1.3 eingef

�

uhrten Strukturkonstanten K

C

AB

gilt also

@f

@y

A

K

C

AB

y

C

= 0 ; B = 1; :::; r :

Diese linearen Di�erentialgleichungen liefern somit eine L

�

osung der Liouville-Gleichung , die

gleichzeitig invariant unter den Raumzeitsymmetrien ist, die durch die Killing-Vektoren be-

schrieben werden.
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A.4 Konform

�

aquivalente Metriken

A.4 Konform

�

aquivalente Metriken

Hier sollen zwei Metriken betrachtet werden, die konform

�

aquivalent sind:

g

ab

= e

2V

g

ab

:

O�ensichtlich ist

g

ab

= e

�2V

g

ab

:

Die zu g

ab

geh

�

orenden Kr

�

ummungsgr

�

o�en lassen sich nun mit den zu g

ab

geh

�

orenden in Beziehung

setzen. Die entsprechenden Rechnungen sind elementar und werden hier daher nicht vorgef

�

uhrt.

Die Beziehungen lauten

�

c

ab

= �

c

ab

+ �

c

a

V

;b

+ �

c

b

V

;a

� g

ab

g

cd

V

;d

R

ab

= R

ab

+ 2 (V

;a;b

� V

;a

V

;b

) + g

ab

(g

cd

V

;c;d

+ 2 g

cd

V

;c

V

;d

)

G

ab

= G

ab

+ 2 (V

;a;b

� V

;a

V

;b

)� g

ab

(2 g

cd

V

;c;d

+ g

cd

V

;c

V

;d

) :

Diese Ergebnisse lassen sich z.B. auch in [9] nachlesen.

Interessant ist nun, welche Beziehungen zwischen den Eigenschaften eines Weltlinien-Vektorfel-

des u

a

bez

�

uglich g

ab

bzw. g

ab

existieren. Dazu mu� man den Ausdruck u

a; b

auswerten, wobei

hier die kovariante Ableitung bzgl. g

ab

gemeint sein soll und u

a

= e

V

u

a

ist. Es ergibt sich

u

a ; b

= (e

V

u

a

)

; b

= e

V

(V

;b

u

a

+ u

a;b

� �

c

ab

u

c

)

= e

V

(u

a;b

� V

;a

u

b

+ g

ab

V

;c

u

c

) :

Mit Hilfe dieser Formel l

�

a�t sich das folgende Lemma leicht beweisen:

Lemma 1 : Wenn f

�

ur ein Weltlinien-Vektorfeld u

a

einer Metrik g

ab

die Beziehungen �

ab

=

!

ab

= 0 und _u

a

�

1

3

� u

a

= U

;a

gelten, dann besitzt die (zu g

ab

konform

�

aquivalente) Metrik

g

ab

= e

�2U

g

ab

ein bez

�

uglich g

ab

kovariant konstantes Vektorfeld u

a

, d.h. u

a ; b

= 0.

Beweis : Zun

�

achst stellt man fest, da� _u

a

�

1

3

� u

a

= U

;a

durch

�

Uberschieben mit u

a

die Gleichung

1

3

� = U

;a

u

a

impliziert. Setzt man dann die im Lemma gemachten Voraussetzungen in den obigen

Ausdruck f

�

ur u

a ; b

ein, ergibt sich (durch Ersetzung von V durch �U)

u

a ; b

= e

�U

(�(

1

3

� u

a

+ U

;a

)u

b

+

1

3

� h

ab

+ U

;a

u

b

� g

ab

U

;c

u

c

)

= e

�U

(

1

3

� � U

;c

u

c

) g

ab

= 0 :

Die N

�

utzlichkeit dieser Beziehung wird im folgenden Lemma deutlich:

Lemma 2 : Eine Metrik, die ein kovariant konstantes Vektorfeld zul

�

a�t, l

�

a�t sich in der Form

ds

2

= �dt

2

+ 


��

(x

�

) dx

�

dx

�

schreiben.

Der Beweis ist z.B. bei [32] nachzulesen. Hier sei nur soviel gesagt, da� die Hyper


�

achenortho-

gonalit

�

at (!

ab

= 0) gerade das Verschwinden der g

0�

-Terme garantiert, w

�

ahrend man wegen

der Geodizit

�

at ( _u

a

= 0) g

00

= �1 setzen kann. Das Verschwinden von �

ab

und � liefert dann

@

@x

0




��

= 0.

Der Ricci-Tensor einer solchen Metrik hat die Form

R

00

= R

0�

= 0 ; R

��

=

~

R

��

;
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wobei

~

R

��

der Ricci-Tensor bez

�

uglich 


��

ist.

Nimmt man beide Lemmas zusammen, erh

�

alt man schlie�lich

Lemma 3 : Eine Metrik, die ein Vektorfeld u

a

mit �

ab

= !

ab

= 0 und _u

a

�

1

3

� u

a

= U

;a

zul

�

a�t,

l

�

a�t sich in der Form

ds

2

= e

2U

(�dt

2

+ 


��

(x

�

) dx

�

dx

�

)

schreiben.
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B. Die Implementation des

numerischen Verfahrens

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie die numerische L

�

osung der Feldgleichungen

auf dem Computer bewerkstelligt wurde. Die Aufgabe bestand darin, ein System von N Di�e-

rentialgleichungen erster Ordnung

y

0

1

= F

1

(y

1

; :::; y

N

)

.

.

.

y

0

N

= F

N

(y

1

; :::; y

N

)

ausgehend von den Anfangsbedingung

y

1

(t

0

) = y

(0)

1

; : : : ; y

N

(t

0

) = y

(0)

N

zu einer Zeit t

0

bis zu einer Zeit t

E

> t

0

numerisch zu l

�

osen. Dieses wird als Anfangswertproblem

bezeichnet. Dabei sollen die unabh

�

angigen Variablen, aber auch verschiedene Gr

�

o�en, die diese

und ihre Ableitungen enthalten (z.B. Hubbleparameter, Anisotropie usw.),

�

uber den gesamten

Bereich von t

0

bis t

E

graphisch dargestellt werden. Au�erdem gibt es eine Reihe von Parametern,

zu denen auch ein Teil der Anfangsbedingungen z

�

ahlt, deren Ein
u� auf die L

�

osungen m

�

oglichst

systematisch untersucht und dargestellt werden soll.

Diese Anforderungen werden am besten durch ein (noch zu besprechendes) sebstgeschriebenes

Computerprogramm gel

�

ost, das f

�

ur die eigentliche numerische L

�

osung Hilfsroutinen aufruft, die

in verschiedenen Varianten in gro�en Programmbibliotheken zur Verf

�

ugung stehen. Die dar-

in benutzten numerischen Verfahren haben sich in der Praxis bew

�

ahrt und werden vor allem

bez

�

uglich ihrer Zeite�zienz laufend aktualisiert und verbessert.

In dieser Arbeit werden Routinen der NAG (Numerical Algorithms Group) - Bibliothek benutzt,

die in FORTRAN geschrieben wurde. Diese Bibliothek ist sehr umfangreich und es liegen viele

Erfahrungen dar

�

uber vor. F

�

ur die numerische L

�

osung von Di�erentialgleichungen stellt sie drei

verschiedene Verfahren zur Verf

�

ugung.

Das Gear-Mehrschritt-Verfahren ist speziell f

�

ur

"

steife\ Di�erentialgleichungen konzipiert, in

denen kleine Rundungsfehler zu gro�en Fehlern f

�

uhren k

�

onnen. Sie ist daher ziemlich langsam.

Zum Gl

�

uck geh

�

oren keine der hier betrachten Di�erentialgleichungssysteme zu dieser Kategorie,

wie man auch mit Hilfe einer speziellen NAG-Routine testen kann. Das Runge-Kutta-Merson-

Verfahren eignet sich vor allem f

�

ur einfach auszuwertende Systeme, bei denen keine hohe Ge-

nauigkeit verlangt wird. Mit den in dieser Arbeit benutzten Di�erentialgleichungen kommen

sie aber nicht zurecht, da die Variablen

�

uber viele Gr

�

o�enbereiche variieren und eine hohe Ge-

nauigkeit erfordern. Mit dem Adams-Mehrschrittverfahren konnten aber alle hier untersuchten

Systeme problemlos gel

�

ost werden

1

. Der globale Fehler war vernachl

�

assigbar klein (n

�

aheres zur

Fehlerbehandlung in Abschnitt 9.4 und 10.5).

1

Auf einer HP 9000 (700 - Serie) dauerte ein Simulationslauf einige Sekunden bis ca. 1 Minute.

123



B. Die Implementation des numerischen Verfahrens

Die mathematische Grundlage des Adams-Mehrschrittverfahrens soll hier nicht besprochen wer-

den, sie kann an vielen Stellen nachgelesen werden (z.B. [13], [10], [11]). F

�

ur die Durchf

�

uhrung

der numerischen Simulation mit Hilfe der NAG-Routinen war ihre Kenntnis nicht n

�

otig, was im

Grunde nur die immer besser werdende Versorgung mit Hilfsprogrammen wiederspiegelt

2

.

Um die graphische Darstellung der L

�

osungen m

�

oglicht 
exibel zu halten, wurden die Werte

der interessierenden Gr

�

o�en in einem bestimmten zeitlichen Abstand mitsamt den Zeitpunkten,

an denen sie ausgewertet wurden, in Dateien geschrieben. Sp

�

ater konnten sie dann mit dem

Plotprogramm Gnuplot dargestellt werden.

Das selbstgeschriebene Programm wurde in der Programmiersprache C geschrieben, da C ei-

ne modernere und 
exiblere Sprache als FORTRAN ist, und weil ich selber mit C viel mehr

�

Ubung und Erfahrungen hatte. Der Aufruf der in FORTRAN geschriebenen NAG-Routinen

funktionierte bis auf einige implementationsspezi�sche Details

3

reibungslos.

Die Aufgabe des selbstgeschriebenen Programms besteht darin, die f

�

ur die numerische L

�

osung

der Di�erentialgleichungen notwendigen Parameter bereitzustellen, die eigentliche Berechnung

mit Hilfe der NAG-Routinen durchzuf

�

uhren und die

�

Ubertragung der berechneten Werte in

Dateien zu organisieren. Dabei sollen viele dieser Parameter w

�

ahrend der Ausf

�

uhrung des Pro-

gramms ver

�

anderbar sein, da es nat

�

urlich viel zu umst

�

andlich und langwierig w

�

are, jedesmal das

Programm neu zu compilieren.

Wie in fr

�

uheren Kapiteln besprochen sind folgende Gr

�

o�en fest: Der Zeitpunkt t

0

= 2 s, an dem

die Berechnung starten soll, der Zahlenwert von �

0

(siehe Abschnitt 8.3) sowie die Anfangsbe-

dingungen A(t

0

) = 1 und B(t

0

) = 1. Der Endzeitpunkt t

E

= 10

22

s steht zwar eigentlich auch

fest, f

�

ur die 
exible Steuerung der Ausgabe ist es aber oft sinnvoll, die Berechnung in Etappen

durchzuf

�

uhren, so da� t

E

frei ver

�

anderbar gew

�

ahlt wurde.

Eine entscheidende Bedeutung haben die Gr

�

o�en, deren Ein
u� auf den Zeitverlauf der L

�

osungen

systematisch untersucht werden soll. Neben der durch k

0

(t

0

) festgelegten Anfangsanisotropie sind

dieses die Masse m (f

�

ur m 6= 0) und f

�

ur das Brans-Dicke-System die Anfangsbedingungen '(t

0

),

'

0

(t

0

) und der Kopplungsparameter w.

F

�

ur die Steuerung der Ausgabe mu� die M

�

oglichkeit bestehen, einen Dateinamen zu w

�

ahlen und

sich zwischen der Ausgabe auf den Bildschirm und in die Datei entscheiden zu k

�

onnen. Au�erdem

ist die Anzahl der auszugebenden Datenpunkte bis zum Zeitpunkt t

E

in dem Programm frei

w

�

ahlbar. F

�

ur die letzendlich in dieser Arbeit verwendeten Dateien wurde dabei die folgende

Wahl getro�en, die sich aus der Tatsache begr

�

undet, da� viele Gr

�

o�en in den ersten 0:01� 0:1 s

die gr

�

o�te Variation haben: Von 2:0 s bis 2:01 s werden 100 Datenpunkte ausgegeben, von 2:01 s

bis 2:1 s ebenfalls 100 und von 2:1 s bis 10

22

s sind es 400.

Die hier verwendete NAG-Routine D02CBF erfordert eine Reihe von

�

Ubergabeparametern, wie

man an der folgenden Deklarationssyntax sehen kann. Dabei werden Variablenfelder durch eckige

Klammern gekennzeichnet und Funktionen durch runde. Aus Gr

�

unden der

�

Ubersichtlichkeit wird

dabei hier und im folgenden nicht zwischen Variablen und Variablenadressen unterschieden.

void D02CBF( double t anfang, double t ende, long dimen, double var [],

double eps, long eps modus, void Ableitung (),

void Output (), double a feld [], long eps status)

Neben den Berechnungsgrenzen t anfang und t ende, der Dimension des Di�erentialgleichungs-

systems dimen und dem Feld var [ ] mit der Dimension dimen, in dem die Werte der freien

Variablen stehen, werden zwei Parameter eps und eps modus zur Steuerung der Rechengenau-

igkeit, ein Arbeitsfeld a feld (das keine besondere Bedeutung hat), ein Fehlerstatus eps status

und zwei selbstzuschreibende Funktionen Ableitung () und Output () ben

�

otigt.

2

Eine Beziehung zwischen lokalem und globalem Fehler l

�

a�t sich f

�

ur dieses wie f

�

ur fast alle numerische Verfahren

nicht aufstellen.

3

So mu� man z.B. an die NAG-Routinen statt der Variablen ihre Adressen

�

ubergeben und diese statt mit

D02CBF( ...) mit d02cbf ( ...) aufrufen.
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Die Gr

�

o�e eps repr

�

asentiert den maximal zul

�

assigen Fehler, der bei einem Integrationsschritt er-

laubt ist, genauer gesagt den relativen Fehler f

�

ur eps modus = 0 und den absoluten f

�

ur eps modus

= 1. Bei eps modus = 2 wird sowohl der relative als auch der absolute Fehler ber

�

ucksichtigt. Die

Beziehung zu dem letztendlich resultierenden globalen Fehler, der nat

�

urlich i.a. viel gr

�

o�er als

eps ist, kann dabei nur durch Probel

�

aufe erkundet werden. Bei den hier vorliegenden Systemen

erwies sich die Wahl eps modus = 0 als die beste, der optimale Wert von eps h

�

angt aber z.B. von

der Gr

�

o�e der Masse ab und ist daher frei ver

�

anderbar. Der Parameter eps status legt fest, wie

die NAG-Routine auf einen Fehler im Ablauf reagieren soll und erh

�

alt dann den entsprechenden

Fehlercode, was hier aber nicht aufgeschl

�

usselt werden soll.

Das eigentliche Di�erentialgleichungssystem ist in der Funktion Ableitung () spezi�ziert. Sie wird

von der NAG-Routine w

�

ahrend der gesamten Berechnung (in einem von eps abh

�

angigen Ab-

stand) aufgerufen. Diese Routine liefert n

�

amlich f

�

ur den

�

ubergebenen Zeitpunkt t und den in

var [ ] stehenden aktuellen Werten der unabh

�

angigen Variablen die Ableitung dieser Variablen

und schreibt sie in das ebenfalls

�

ubergebene Feld abl [ ] . F

�

ur die L

�

osung der Einsteinschen

Feldgleichungen hat sie z.B. mit der Zuordnung var [0]= A, var [1]= B und var [2]= B

0

die

Form

void Ableitung ( double t, double var [ ] , double abl [ ] )

f

abl [0] = 1:5 � var [0] � var [2] / var [1] + ... ;

abl [1] = var [2] ;

abl [2] = �0:5 � var [2] � var [2] / var [1] + ... ;

g

Trotz dieser einfachen grundlegenden Struktur ist diese Routine aber f

�

ur die hier betrachteten

Systeme in der tats

�

achlichen Implementation aus zwei Gr

�

unden weitaus l

�

anger und komplizierter.

Zum einen ist die (oben nicht aufgef

�

uhrte) Berechnung der Energie-Impuls-Tensor - Komponen-

ten T

00

und T

1

1

f

�

ur den Fall m 6= 0 sehr aufwendig. Dazu m

�

ussen n

�

amlich die Integrale (8.3)

und (8.4) numerisch gel

�

ost werden, was mit Hilfe der NAG-Routine D01AMF gelang. Zu der

Steuerung der Genauigkeit ben

�

otigt man daher neben eps (siehe oben) einen zweiten Parameter

int eps. Die Verwendung dieser Routine ist aber ganz analog zu der von D02CBF und wird hier

nicht n

�

aher erl

�

autert.

Zum anderen kann es zu Bereichs

�

uberschreitungen mathematischer Funktionen oder zu Divi-

sionen durch 0 kommen. Der zweite Fall tritt z.B. bei der Berechnung von T

00

auf, wenn der

Ausdruck

1

p

jk

2

�1j

(

arcosh k

arccos k

)

f

�

ur k = 1 ausgewertet werden soll (der Grenzwert ist 1). Der

Computer berechnet n

�

amlich die Faktoren getrennt voneinander und versucht dann, 0 durch 0

zu teilen. Wegen der immer vorhandenen Rundungsfehler kann dieser E�ekt auch f

�

ur k � 1 zu

Fehlern f

�

uhren, ohne da� das Programm einen Fehler meldet oder diesen gar spezi�ziert oder

lokalisiert.

Aus diesem Grund wurden die N

�

aherungsformeln aus Abschnitt 8.3 f

�

ur die Berechnung von

T

00

und T

11

benutzt, wenn k im Intervall [1 � 10

�7

; 1 + 10

�7

] war. Die dadurch eingef

�

uhrte

zus

�

atzliche Rechenungenauigkeit (d.h. die Vernachl

�

assigung von (k � 1)

2

- Termen f

�

ur diesen

Fall) ist dabei v

�

ollig vernachl

�

assigbar.

Die Funktion Output () dient der Ausgabe der interessierenden Gr

�

o�en im Verlauf der Rech-

nung. Dazu wird der jeweilige Zeitpunkt t und das Feld der freien Variablen var [ ]

�

ubergeben.

Durch den Parameter t kann man au�erdem festlegen, in welchem Abstand die Funktion von

D02CBF aufgerufen wird. Der Wert von t nach Beendigung der Funktion entspricht n

�

amlich dem

Zeitpunkt, an dem Output () erneut aufgerufen wird. Die einfachste M

�

oglichkeit besteht daher

darin, t in der Funktion mit Hilfe einer globalen Variablen um einen kleinen Wert zu erh

�

ohen.

Da die hier betrachteten Gr

�

o�en in der graphischen Darstellung

�

uber den Logarithmus der Zeit
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aufgetragen wurden, wird t in Output () mit einer globalen Variablen schritt multipliziert, die

so gew

�

ahlt war, da� die gew

�

unschte Anzahl von Datenpunkten resultierte. Eine andere globale

Variable output modus legt das Ziel der Ausgabe (Bildschirm oder Datei) fest. Die Funktion hat

somit die folgende Gestalt:

void Output ( double t, double var [ ] )

f

if ( output modus )

Monitor out ( t, var [ ] ) ;

else

Datei out ( t, var [ ] ) ;

t = t � schritt ;

g

Die FunktionenMonitor out () und Datei out () haben die Aufgabe, alle interessierenden Gr

�

o�en,

die von dem jeweiligen Zeitpunkt, den freien Variablen und den Ableitungen dieser Variablen

abh

�

angen k

�

onnen

4

, auf dem Bildschirm auszugeben bzw. in eine Datei zu schreiben. Diese mu�

vorher ge

�

o�net und durch globale Variablen spezi�ziert sein. Sie haben dabei mit den gleichen

Schwierigkeiten zu k

�

ampfen wie die Funktion Ableitung (), da die Berechnung mancher Gr

�

o�en

eine numerische Integration erfordert und viele Fallunterscheidungen zu tre�en sind.

Um einen Eindruck von den interaktiven Eingabem

�

oglichkeiten zu vermitteln, ist untenstehend

das Men

�

u abgebildet, das beim Start des C-Programms erscheint und das die Steuerung der

Parametergr

�

o�en erleichtern soll. Dabei steht in den spitzen Klammern der zur Auswahl des

Men

�

upunkts einzugebende Buchstabe und in der runden der aktuelle Wert der jeweiligen Gr

�

o�e.

Anfangswert A'/B' : < a > (1)

Anfangswert B' : < b > (8.64262)

Anfangswert k' : < c > (0)

Phi-Werte : < p > (10/10)

Kopplungskonst. : < k > (500)

Masse : < m > (10eV)

Endpunkt : < e > (2/1e+22)

Genauigkeit : < g > (1e-10)

I-Genauigkeit : < x > (1e-8)

I-Fehlermodus : < Y > (relativ)

I-Speichergroesse : < z > (800)

Ausgabeintervall : < i > (10)

Outputmodus : < O > (Monitor)

Datei : < d > (�)

Anfangswerte : < A >

Uebernehmen : < U >

Start : < S >

Ende : < E >

Bei den durch kleine Buchstaben bezeichneten Men

�

ueintr

�

agen werden weitere Eingaben erwar-

tet, im einfachsten Fall die Eingabe eines neuen Wertes f

�

ur die entsprechende Gr

�

o�e. Welche

Aktionen die anderen Men

�

upunkte beinhalten, wird bei der Skizzierung des Hauptprogramms

deutlich werden. Die M

�

oglichkeit, B

0

(t

0

) und

A

0

B

0

(t

0

)

�

andern zu k

�

onnen, wurde vor allem aus

4

Die Ableitungen lassen sich durch einen Aufruf der Funktion Ableitung () gewinnen.
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Testzwecken aufgenommen. Die durch x, Y und z spezi�zierten Gr

�

o�en steuern die numerische

Integration f

�

ur die Berechnung des Energie-Impuls-Tensors.

Das Hauptprogramm hat damit die folgende schematische Gestalt, wobei die in spitzen Klam-

mern eingeschlossenen Anweisungen leicht zu implementierende Befehlsfolgen repr

�

asentieren und

die einzelnen Men

�

upunkte zur Werte

�

anderung nicht noch einmal aufgeschl

�

usselt wurden:

< Deklaration und Initialisierung der benannten Konstanten >

< Deklaration der globalen Variablen und Routinen >

int main ( void)

f

< Initialisieren der globalen Variablen (mit benannten Konstanten) >

while (1)

f

< Men

�

u anzeigen, auf Eingabe warten >

case ... : < Wert

�

anderung speichern, ggf. globale Variablen ver

�

andern >

i : < Eingabe in Variable temp speichern >

schritt = (t anfang=t ende)

(1=temp)

O : output modus = 1� output modus

d : < Dateiname speichern, globale Dateivariablen initialisieren >

< Datei

�

o�nen >

A : < aktuelle Daten durch Anfangsdaten ersetzen >

U : < aktuelle Daten durch Altdaten ersetzen >

S : < Daten in Altdaten schreiben >

Aufruf von D02CBF

< ggf. Fehlerstatus anzeigen >

< Daten und Altdaten vertauschen >

E : exit

g

g
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